GEOMETRI

1 ["Jggenler

Gosterimler:

Bir ABC 1iggeni igin agsagidaki gosterimleri kullanacagiz:

Kenar uzunluklar: |BC| = a,|CA| =b,|AB|=c¢

Acilar: A B,C (Trigonometrik ifadelerde ag igareti kullanilmayacak.)

Agirhik merkezi: G, diklik merkezi (ortosantr): H, cevrel cember merkezi: O, igteget
¢ember merkezi: I, dig teget cember merkezleri: I,, I, I,

Cevrel gemberin yarigapi: R, igteget cemberin yaricapi: r, digteget yaricaplari: rq, rp, 7
Yarigevre: u = 3(a+b+c), Alan: S

Kenarortay uzunluklar:: v,, vy, ve

Yiikseklik uzunluklari: hg, hp, he

Aciortay uzunluklari: ng, ny, ne

1.1 Benzer I"Jggenler

Karsilikli acilar: eg ve kargilikli kenarlari orantili olan tiggenlere benzer iicgenler denir.

C/

A B A’ B’

ABC tiggeni A'B'C’ tiggenine birbirine denk olan agagidaki kosullardan herhangi birisinin

saglanmasi durumunda benzerdir.
1. Kenar-Kenar-Kenar (KKK) Ozelligi

|AB|  |BC| _ |CA|

’A’B" - ’B’C’| ‘C’A’|'
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2. Kenar-Agi-Kenar (AKA) Ozelligi

|AB| : |BC| = |A'B| : |B'C'| ve m(ABC) =m(AB'C").

3. Ag-Ag-Aci (AAA) Ozelligi. Iki aq: bilindiginde iiciincii aq1 zaten bilinecegi icin bu
ozellik Agi-Ag1 (AA) olarak da adlandirilabilir.

m(ABC) = m(A'B'C") ve m(BAC)=m(B'A'C").
Benzer tiggenlerdeki karsilikli kenarlarin oranina benzerlik orani denir. Eger bu oran 1 ise
ticgenlere eg ticgenler denir. Benzer tiggenlerdeki bazi 6zellikler sunlardir:
1. Benzer iicgenlerin cevrelerinin oran1 benzerlik oranina esittir.
2. Benzer iiggenlerin alanlarinin orani benzerlik oraninin karesine esittir.
3. (Tales Teoremi) Paralel dogrular kendilerini kesen dogrular1 ayni oranda bdlerler.

4. Benzer tiggenlerdeki karsilikli aciortaylarin, kenarortaylarin ve yiiksekliklerin oranlar:

aynidir ve bu oran benzerlik oranina esittir.

Ornek: Bir ABCD paralelkenarinda AC uzun késegen olsun. C den AB ve AD ke-

narlariin uzantilarina CE ve C'F dikmeleri indiriliyor.
|AB|-|AE| + |AD| - |AF| = |AC|?

oldugunu gosteriniz.

Coziim: B den AC ye BG dikmesini indirelim. Bu durumda ABG ve ACE benzer
tiggenler oldugundan |AC|- |AG| = |AE| - |AB| dir. Ters agilardan, GCB = CAF oldugu
icin ACBG ~ AACF dir. Buradan |AC| - |CG| = |AF| - |BC]| elde ederiz. Buldugumuz
iki egitligi toplayarak

|AC|- (|JAG| + |CG|) = |AE| - |AB| + |AF| - | BC|
oldugunu buluruz. Ayrica |AG| + |CG| = |AC| oldugu igin bu istenilen egitliktir.

1.2 Temel Teoremler

Bir ABC iiggeninde kenar uzunluklar1 |BC| = a,|CA| = b ve |AB| = ¢ ve bu kenarlar

goren acilar da E, B ve C olsun.

1. Pisagor Teoremi: A acis1 dik olan bir ABC {icgeninde a? = b + ¢? dir.
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2. Siniis Teoremi: Bir ABC' iiggeninde,

a b _c
sinA  sinB  sinC

2R

esitligi saglanir.

3. Kosiniis Teoremi: Bir ABC iicgeninde, a? = b? + ¢ — 2bccos A esitligi saglanir.

Diger kenarlar icin de benzer esitlikler mevcuttur.

4. Oklid Bagntist: Bir dik ti¢gende dik kenarin uzunlugunun karesi, bu kenarin hipoteniis
iizerine izdiiglimii ile hipoteniis uzunlugunun ¢arpimina esittir. Bu bagintidan agagidaki

esitlikleri elde ederiz:

1 1 1
V¥ =ya, & =uxa, h®=uay, ﬁ:b—z—i—?.
A
c b
h
T Y
B 5 C

5. Muhtesem Uclii: Bir dik ii¢gende, dik késeden ¢izilen kenarortay hipoteniisiin yarisidir.

Bu uzunluklarin her biri ¢evrel ¢gemberin yaricapina esittir.

360



Ornekler:

1. Taban1 AC olan bir ABC' ikizkenar iiggeninde C'D igagiortay: ¢iziliyor. D den DC
ye gizilen dik AC' yi E de kesiyorsa |EC| = 2|AD| oldugunu gosteriniz.

Cozim: F', DFE ile BC nin kesigim noktas1 ve K, FC nin orta noktasi olsun. CD
dogru parcast ECF' {icgeninde hem bir dikme hem de bir agiortay oldugundan ayni
zamanda bir kenarortaydir. Yani |[ED| = |DF| dir. Benzerlikten dolay1 DK ile
FC birbirine paraleldirler. EDC' iiggeninde muhtesem iiglii 6zelligini uygulayarak
|DK| = |[EK| = |KC| elde ederiz. Ayrica ADK ikizkenar bir {iggen oldugundan

|DK| = |AD| oldugunu ve istenilen sonucu gostermis oluruz.

2. Taban uzunlugu a ve diger kenarlar uzunluklar: b olan ikizkenar iicgen ile taban
uzunlugu b ve diger kenar uzunluklar1 a olan ikizkenar tiggenin gevrel cemberleri

ayni R yaricapima sahipse, a # b olmak {izere ab = v/5R? oldugunu gosteriniz.

Coziim: Taban uzunlugu a olan ikizkenar tiggende tepe agisi « ve taban uzunlugu b
olan ikizkenar iiggende tepe agis1 § olsun. Ik iiggende uygulanan Siniis teoreminden

dolay1
a b

sina sin(90° — «/2)
olur. Buradan a = 2Rsina ve b = 2R sin(90° — a/2) = 2R cos(a/2) oldugu bulunur.
Benzer sekilde ikinci tiggende b = 2Rsin § ve a = 2R cos(3/2) olur. Bu esitlikleri

kullanarak

=2R

a® = 4R? cos?(3/2) = 4R*(1 — sin?(3/2)) = 4R? (1 a f;)

ve

2
bQ:M#wfmm>=u#u—ﬂ&mm»=4m<l‘§ﬂ>

elde ederiz. Bu iki esitligin farkini alirsak

(@ 1)(a? + 17
a?b? R a2b?

2 2 4 4
9 9 9| a b sa”—b
¢ R [4132 4a2]

olur. Buradan, a # b oldugu icin R%(a® + b?) = a?b? elde ederiz. Yukarida

buldugumuz esitliklerden birincisini 4a® ve ikincisini 4b? carparak farklarimi alirsak
4(a* —b*) = 16R?*(a® — b%) + 4R*(a® — b?)

ve her iki tarafi 4(a® — b?) ile bolerek a? + b? = 5R? oldugunu buluruz. Ayrica

R?(a® 4 b?) = a®b? oldugunu bildigimizden istenen sonunu gostermis oluruz.
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1.3 Ozel Noktalar
Bu béliimde bir ABC iiggeninde baz 6zel noktalardan ve ilgili 6zelliklerden bahsedecegiz.

Agirlik merkezi. Kenarortaylar bir G noktasinda kesisirler. Bu noktaya agirlik merkezi
denir. Kenarortaylar birbirlerini 2 : 1 oraninda bolerler. Yani, eger AA’, BB',CC’

kenarortaylar ise
|AG|  |BG| |CG|] 2

GA| ~|GB| GO T 1

egitlikleri saglanir. Ayrica kenarortaylar iiggeni alanlar1 birbirine egit olan 6 liggene
boler.
C

B/

Cevrel cember merkezi. Kenarlarin orta noktalarindan gikilan dikmeler bir O nok-

tasinda kesigirler. Bu nokta tiggenin ¢evrel ¢gemberinin merkezidir.

A
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Diklik merkezi. Kogelerden karsi kenarlara indirilen AD, BE ve C'F dikmeler bir H
noktasinda kesigirler. Bu noktaya diklik merkezi ve D, F/ ve F' noktalarina da dikme
ayaklar1 denir. Ayrica ADEF ye AABC nin ortik iiggeni denir.

ig merkez(igteget cember merkezi). Agortaylar bir I noktasinda kesigirler. Bu nokta

liggenin i¢ merkezidir.

Ornekler:
1. Bir ABC iiggeninin diklik merkezi H ve gevrel gember yarigapt R olmak {izere
|AH|> + |BC|*> =4R* ve  |AH|=|BC]||cot A|

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Ucgeninin koselerden karg: kenarlara paralel cizilen dogrularin kesismesiyle
olusan iiggeni A B1C] ile gosterelim. Bu iiggenin kenar orta noktalar A, B, C' olur.

Dolaysiyla H, A1B1Cy tiggeninin gevrel ¢ember merkezi olur. Ayrica bu gevrel
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gemberin yarigapi da 2R olur. Buradan
AR? = |BiH|* = |B1A®| + |AH|?> = |BC|* + |AH|?

elde ederiz. Siniis teoremini kullarak ta

1

sin? A

|AH|* = 4R* — |BC|* = ( - 1) |BC|?* = (|BC|cot A)?

elde ederiz.

2. Dar acili bir ABC iiggeninde diklik merkezi H ve dikme ayaklar1 D, E, F' olsun.

DEF iiggeninin i¢ merkezinin H oldugunu gosteriniz.

Coziim: DCEH Kkirigler dortgeninde HDE = HCE dir. Benzer sekilde DHF'B
kirigler dortgeninde HDF = HBF dir. Ayrica HCOE = ACF = 90° — BAC ve
HBF = EBA = 90° — BAC oldugundan HDE = HDF olur. Dolayisiyla DEF
iiggeninde DH, D kosesinin aciortaydir. Benzer sekilde diger koseler icin EFH ve

F H nin agiortaylar oldugunu ve aciortaylarin kesigiminin H oldugunu buluruz.

1.4 Ozel dogrular

Aclortay teoremi. Her aciortay karsi kenar1 komsu kenarlarm oraninda béler. Ornegin,

AL, A agisindan cizilen agiortay ise

IBL| _ ¢
|ILC| b
esitligi saglanir.
A
b
c
B C
L

Stewart teoremi. D, [BC] dogru parcas iizerinde bir nokta olmak tizere |AD| = d, |BD| =
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m |CD| = n ise
v’m + ®n = a(d* + mn)
esitligi saglanir.
Kenarortay teoremi. A kogesinden ¢izilen kenarortayin uzunlugu v, ise

CL2

2112:624-02—5

bagintisi gecerlidir. Diger kenarortaylar icin de benzer bagintilar gecerlidir.

Ayrica, bu bagintilar taraf tarafa toplanarak
2, .2,.2_ 3.9 2 2
vy Fup Ful = Z(a +b° + ¢%)

bagintisi elde edilir.

Va

Euler dogrusu. Bir AABC de diklik merkezi H, agirlik merkezi G ve ¢evrel cember
merkezi O dogrusaldir. Bu dogruya Euler dogrusu denir. Ayrica |HG| = 2|GO| dur.

Ispat: ABC ficgeninin kenar orta noktalar1 A’, B',C" olsun. ABC ve A'B'C’
tiggenleri benzerdir ve benzerlik orani1 1 : 2 dir. AC’ A’ B’ bir paralelkenar oldugundan
AA’, B'C’ kenarimi ortalar. Buradan A’ B’C” liggeninin kenarortaylarinin ABC ii¢ggeninin
kenarortaylar: iizerinde oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla bu iki iiggen aynm G agirlik

merkezine sahiptirler.

A'B'C’ tiggeninin dikmeleri ABC ii¢ggeninin kenar orta dikmeleri oldugu igin A’ B'C’

iiggeninin diklik merkezi ile ABC {iggeninin gevrel gember merkezi aymdir. Bu iki

tiggeninin benzerliginden |AH| = 2|A’O| olur. Agirhik merkezinin |AG| = 2|GA’|

ozelligini biliyoruz. Ayrica AD ve OA’, BC' ye dik oldugundan oturti paraleldirler.

Buise HAG = OA'G olmasm gerektirir. Yukarida buldugumuz sonuglar: birlestirdigimizde
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HAG ve OA'G tiggenlerinin benzer oldugunu ve dolayisiyla O, G, H noktalarimn
dogrusal oldugunu gostermis oluruz. Ayrica buradaki benzerlik orani 1 : 2 oldugundan
|HG| = 2|GO| sonucu da cikar.

Simson dogrusu. Bir iiggenin cevrel ¢emberi iizerinde alinan bir noktadan kenarlara
inilen dikme ayaklar: dogrusaldir. Bu dogruya Simson dogrusu denir. Cevrel cember

iizerinde olmayan noktalar i¢in bu 6zellik gegerli degildir.

Ceva Teoremi. Bir ABC iicgeninde X, Y, Z sirasiyla BC, C A, AB kenarlan iizerinde ve

koselerden farkli noktalar olmak tizere, AX, BY, C'Z dogrular1 ancak ve ancak

BX| [oY| |AZ|
XC| YAl 1zB|

1

oldugunda bir noktada kesigirler.

Menelaus Teoremi. Bir ABC {icgeninde BC,C A, AB kenarlar: {izerinde alinan X,Y, Z

noktalar: ancak ve ancak
|BX| |CY| |AZ] B

=1
ICX| |AY| |BZ|

oldugunda dogrusaldirlar.

Ornekler:
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1. AC # BC olan bir AABC nin i¢ gemberi AB, BC ve C' A kenarlarina sirasiyla
P, @ ve R noktalarinda teget olsun. G liggenin agirlik merkezi ve I da i¢ merkezi
olsun. Eger GI 1 AB ise R,G ve Q nun dogrusal oldugunu gosteriniz.
Coziim: G den gegen ve AB ye paralel olan bir dogru alalim. Bu dogru BC' yi
K dave AC yide N de kessin. CT agiortay oldugu i¢in I, NCK {i¢geninin cevrel
gemberi tizerindedir. Burada GI nin N K kenarinin orta dikmesi oldugunu kul-
landik. R, G, @ noktalar1 I dan NCK {i¢geninin kenarlarina inilen dikme ayak-

lar1 oldugu i¢in bu noktalar Simson dogrusu iizerindedirler, yani dogrusaldirlar.

2. Bir AABC nin i¢ ¢gemberinin merkezi I, g¢evrel ¢gemberinin merkezi O olsun.

ATO = 90°, CIO = 45° olsun. AB : BC : CA oranimi bulunuz.
Coziim: Verilen bilgileri kullanarak

—_— g O
AIC =180° — %C =90° +

buluruz. AIC = 135° oldugu igin B = 90° olur. Dolayisiyla ABC' bir dik

iiggendir, AC gevrel gemberin gap1 ve O da AC nin orta noktasidir. Al dogrusu
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AC| b
BC kenarimi D de kesiyorsa |CO| = |CD| = |2‘ =5 oldugu bulunur. ABC

liggeninde A agisina gore aciortay teoremini uygularsak

|BD| |AB| ¢

ICD| — |AC| b
. b o c
elde ederiz. Ayrica |[CD| = 2 oldugu i¢in |[BD| = B bulunur. Dolayisiyla

b+c
2

a=|BC| = |BD|+|CD| =

olur. ABC bir dik iicgeninde Pisagor teoremini uygularsak a’? = b? — ¢? =

(b —¢)(b+ ¢) elde ederiz. Yukarida buldugumuz a degerini yerine yazarak

<bgc>%_w—@xh+@

esitligini ve buradan da istenilen oranin 3 : 4 : 5 oldugunu buluruz.

. Bir ABC iiggeninde A, B,C kosgelerinden kenarlara indirilen dikme ayaklar:
sirasiyla D, E, F olsun. DE, EF, F'D dogrular1 AB, BC, C'A dogrulariyla sirasiyla
X,Y, Z noktalarinda kesigiyorlarsa

(a) X,Y,Z nin dogrusal oldugunu gosteriniz.

(b) Bu dogrunun ABC ii¢geninin Euler dogrusuna dik oldugunu gosteriniz.
Coziim: (a) Dogrusalligr gostermek igin dort kez Menelaus teoremini ve bir
kez de Ceva teoremini kullanacagiz. ABC iiggeni ile sirasiyla YE, XD ve ZF

kesenlerini alip Menelaus teoremini uygularsak:

YB| |EC| |FA|

YC| |EA| |FB !
XA |DB| |EC| X
IXB| |DC| |EA

zC| |FA| |DB| _

|ZA| |FB| |DC|

elde ederiz. Ayrica AD, BE, CF ii¢genin yiikseklikleri oldugu i¢in diklik merkezinde

kesigirler. Dolayisiyla Ceva teoremini kullanarak

|Ecy|FAnyB\2_1
|EA| |FB| |DC|)

buluruz. Buldugumuz bu doért esitligi carptigimizda

| XAl |YB| |zC|

=1
| XB| |YC| |ZA]
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cikar. Buradan Menelaus teoreminin tersini kullanarak X,Y,Z nin dogrusal

oldugunu gosteririz.
(b) Bu kismi gemberde kuvvet konusunda gosterecegiz.

4. Bir ABCD dortgeninde, kenarlardan herhangi birisine paralel olmayan bir
dogru AB, BC,CD, DA kenarlarim sirasiyla X, Y, Z, T noktalarinda kesiyor.
(a)

| XA| [YB| |zC| |TD| _
| XB| |YC| |ZD| |TA|

1

oldugunu gosteriniz.
(b) Ifadenin tersi dogru mudur?

Coziim: (a) A, B,C, D noktalarindan verilen dogruya sirasiyla hi, ha, hs, hyg

diklerini indirelim. Benzer {icgenleri kullanarak

XAl by |YB|  hg

ZC| _hy |TD| _ hy

IXB|  hy’ [YC| ks’ [ZD|  h' [TAl

esitliklerini elde ederiz. Bu esitliklerin ¢arpimi ise istenileni verir.
(b) Ifadenin tersi dogru degildir. Ornegin X,Y,Z,T orta noktalar ise (a)

sikkindaki ¢arpim 1 olur fakat bu noktalar dogrusal olmazlar.

1.5 I"Jggende cemberler

Ik olarak ABC {icgenin ic teget cemberini ele alalm. A, B ve C koselerinden bu ¢cembere
cizilen tegetlerin uzunluklar: sirasiyla v — a,u — b ve u — ¢ dir.

Ayrica tiggene digaridan teget olan 3 tane daha cember vardir. A agisinin i¢ agiortay1 ile
B ve C agilarimin dig agiortaylar: bir I, noktasinda kesigirler. Bu nokta A ya kargilik gelen
disteget cemberinin merkezidir. Benzer gekilde I, ve I. merkezli dig teget cemberler vardir.
A, B ve C koselerinden I, merkezli digteget cembere olan teget uzunluklart u, u—c ve u—b
dir.

D1s teget cemberlerin yarigaplar: rg, rp, 7. ise

1 1 1 1

m )
esitligi saglanir.
1,11, licgeninin ortik liggeni ABC' {i¢genidir.
Buraya kadar bahsettigimiz 4 ¢cembere birden teget olan 6nemli bir cember vardir. Bir
liggenin kenarlarinin orta noktalari, yiikseklik ayaklar: ve diklik merkezi ile koseler arasindaki
dogru parcalarinin orta noktalarinin olusturdugu 9 nokta ¢emberseldir. Bu cembere dokuz
nokta ¢emberi, Euler gemberi veya Feuerbach ¢gemberi denir. Bu ¢emberin merkezi [O H]
nin orta noktasidir ve yarigapr R/2 dir.
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Ispat: Bir ABC iicgeninde kenarlarin orta noktalar1 A’, B, C’; diklik merkezi H; yiikseklik
ayaklar1 D, E, F'; HA, HB, HC nin orta noktalar1 K, L, M ve cevrel cember merkezi O ol-
sun. BC ortak kenarina sahip ABC ve H BC ii¢genlerinin diger kenarlarinin orta noktalari
C', B’ ve L, M oldugundan LM ve C' B’ dogru pargalar1 BC' ye paraleldir ve uzunluklar: ise
|BC|/2 dir. Benzer gekilde, AH ortak kenarina sahip BAH ve CAH {iggenlerinde B'M ve
C'L paraleldir ve uzunluklar ise |AH|/2 dir. Sonug olarak, B'C' LM bir paralelkenardir.
Ayrica BC' ve AH birbirlerine dik olduklarindan bu bir dikdoértgendir. Benzer sekilde,
A'B'KL ve C'"AMK de birer dikdortgendir. Buradan A’K, B'L,C’M bir ¢emberin {ig
¢ap1 oldugunu buluruz. ADK bir dik ag1 oldugundan bu ¢gember D den de gecer. Simetri-
den otiirti £ ve F den de gecer. Boylece dokuz nokta cemberini elde etmis oluruz.
Ayrica A'B’'C" ve ABC benzerlik oran1 1 : 2 olan benzer iicgenler oldugundan dolay1
dokuz nokta gemberinin yaricapt R/2 dir. K, L ve M, A’, B’ ve C’ noktalariin ¢emberin
merkezine gore simetrik noktalaridir. Dolayisiyla KLM ve A’B’C’ tiggenleri birbirinin
¢emberin merkezi etrafinda 1800 dénmiig halidir. Bu dénme altinda diklik merkezleri O
ve H yer degistirir. Bu nedenle ¢emberin merkezi OH nin orta noktasidir.
Bazi1 bagintilar:

C

A
r = 4R sin — sin — sin —

2 2 2
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|OI> = R(R —2r) ve |OI)? = R(R+2r,) (6)

Dar acili bir iiggende, z,y, z cevrel cember merkezinin kenarlara olan uzakliklar: ise, x +
y+z= R+ rdir.

Al gevrel cemberi A; noktasinda kesiyor ise, |[A; B| = |A1C| = |A1] esitlikleri saglanir.
Ornek: Bir A noktasindan bir S ¢emberine AB ve AC de tegetleri ciziliyor. AABC nin
igteget cemberinin ve BC' ye teget olan dig teget gemberinin merkezlerinin S ¢gemberinde
oldugunu gosteriniz.

Coziim: D, S ¢emberinin ABC' {i¢geni igerisinde kalan yayin, F ise diginda kalan yaym
orta noktast olsun. DBA bir kirig ag1 oldugundan m(ﬁB\A) = m(D/B\C) dir. Dolayisiyla
BD bir agiortaydir. Benzer sekilde CD de bir agiortaydir. Buradan D nin i¢ merkez
oldugunu buluruz. Benzer sekilde E de bir dig teget merkezidir.

1.6 Alan formilleri

1 1 1
S = §aha = ibhb = §Chc

1. (R
S = §bcsmA = iacsmB = iabsmC
g_ abe g S=(u—a)
=R = ur, = (u—a)rg
Heron formiilii: v/u(u — a)(u —b)(u — c)

Ornekler:
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Ay

1. (5) esitligini gosteriniz.
Cozilim: Gostermek istedigimiz esitlikteki ifadedeleri iiggenin alani S ile carpalim.
Burada herbir kesir i¢in farkli alan formiilii kullacagiz: S = (u — a)rq = (u —b)ry =
(u— c)r.. Boylece sol taraf (u —a)+ (u—"b) + (u—c) = 3u— (a+ b+ ¢) = u bulunur.
Sag tarafta ise S = ur formiili kullanilarak yine u elde edilir.

2. Bir iiggende

3v3
rerpre < ——abc
8
oldugunu gosteriniz.
Coziim: Alan formiillerinden

abe

4R

S =ry(u—a)=ry(u—>b) =r.u—c)=ulu—a)lu—>b)(u—c) =

372



oldugunu biliyoruz. Buradan

53
a c — = = 4
TalpT (0= a)(u—b)u—0) Su ve abc SR

elde ederiz. Boylece istenilen esitsizlik v < %R esitsizligine dontiglir. Buradan

%ﬁ;c < % ve siniis teoremini kullanarak

3V3

sina + sin 3 4 siny < 5

denk egitsizligini elde ederiz. Bu ise siniis fonksiyonuna Jensen esitsizliginin uygu-

lanmasindan ¢ikar. Esgitlik ise iggenin egkenar olmasi durumunda olur.

2 Cemberler

2.1 Kirisler ve Yaylar

Bir cember iizerindeki iki noktay: birlestiren dogru parcasina kirig denir. Her kirig cember
tizerinde iki yay tanimlar. Bunlara kirige ait yaylar diyelim. Kiriglerin ve yaylarin baz

ozelliklerini g0yle siralayabiliriz:
1. Bir cap dik oldugu kirisi ve bu kirige ait yaylar1 ortalar.
2. Yukaridaki 6zelligin tersi de dogrudur:

(a) Bir kirisi ortalayan ¢ap bu kirige diktir ve bu kirige ait yaylar1 da ortalar.

(b) Bir yay1 ortalayan ¢ap yayin ait oldugu kirige diktir ve kirisi ortalar.

3. Merkezden esit uzaklikta olan kirigler ve bu kiriglere ait yaylarin uzunluklar: esittir.

4. Kirigler merkezden uzaklagtik¢ca uzunluklar: azalir.
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5. En uzun kirigler caplardir.

6. Cember icindeki bir noktadan gecen en kisa kiris o noktadan gecen capa dik olan

kiristir.

2.2 Cemberde Agilar

Kogesi ¢cemberin merkezinde olan bir aciya merkez agi denir ve Olgiisii gordiigii yayin
Olciisiine esittir. Cevre agisi ise kogesi gemberin iizerinde olan ve kollar1 gemberi kesen
acidir ve Olgiisti gordiigii yaymn yarisi kadardir. Yani gevre aci, ayni yayl goren merkez
acinin yarisidir. Buradan, ayni yayi goren iki ¢evre acisinin ayni oldugu sonucunu elde
ederiz. Bu sonug oldukca kullamshdir. Ozel olarak, buradan cap1 goren cevre acinim 90°
oldugu sonucu ¢ikar.

Kogesi cember tizerinde ve bir kolu cembere teget, diger kolu cemberin bir kirisi olan aciya
teget-kiris acis1 denir ve 6lgiisii gordiigii yayin olgiisiine esittir.

Paralel olmayan iki kirig, cemberin i¢inde veya disinda kesigirler. Buna gore iki kirigin

arasinda kalan aciya i¢ veya dig ag1 denir. Bir i¢ aginin ol¢iisii gordiigii yaylarin olgiilerinin
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toplaminin yarisidir. Bir dig aginin 6l¢iisii ise gordiigii yaylarin dlgiilerinin farkinin yarisidir.
Ayrica ayni yaylar1 goren i¢ ve dis acilarin toplami gordiikleri biiyilik yayin Olgiisiine esittir.
Benzer sekilde ayni yaylar: goren i¢ ve dig agilarin fark: gordiikleri kiigiik yayin 6lgiisiine

egittir.

2.3 Cemberde Kuvvet

Bir ¢emberde [AB] ve [A'B’] kirigleri bir P noktasinda kesisgiyorlarsa
|PA| - |PB| = |PA'| - |PB|

esitligi saglanir. Yani esitlikteki ifade sadece P noktasina ve verilen ¢embere baghdir.
Cemberin merkezi O ve yaricapi r olsun. P ¢emberin diginda bir nokta ise, P den ¢embere

bir PT tegeti cizebiliriz. Bu durumda
|PA|-|PB| = |PT|> = |OP|* —r*

olur. Genel olarak, bir P noktasinin verilen bir cembere gore kuvveti |OP|?> — r? olarak
tanimlanir.

Tanimdan dolay1 kuvvet, P ¢cemberin icindeyse negatif; cemberin tizerindeyse 0 ve cemberin
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e

digindaysa pozitiftir. Her durumda |PA| - |PB| = ||OP|? — r?| dir.
Ornekler:

1. Bir ABC iiggeninde BD agiortay: ciziliyor. ABDC nin ¢evrel ¢gemberi AB yi E
de; AABD nin gevrel ¢emberi ise BC' yi F' de kesiyorsa |AE| = |CF| oldugunu
gosteriniz.

Coéziim: A nin ABDC nin gevrel ¢emberine gore kuvvetinden |AE| - |AB| =
|AD|-|AC| olur. Benzer sekilde C' nin AABD nin gevrel cemberine gore kuvvetinden
|CF|-|CB|=|CD|-|CA| olur. Buradan

|AE|  AD |BC|
|CF|  CD |AB]
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AB AD
oldugu bulunur. Agiortay teoreminden B = |’C’D‘|
edilir.

oldugu igin |AE| = |CF| elde

2. (6) deki |OI|?> = R(R —2r) ve |OI,|*> = R(R + 2r,) esitlikleri gosteriniz.

Coziim: igteget ¢emberin merkezi I nin ¢evrel gembere gore kuvvetini ele alalim.
Bir yandan kuvvet |OI|?> — R? olarak bulunur. Ote yandan AI y1 uzatip cevrel
cemberi A; de kestirebiliriz ve AA; kirigini kuvveti hesaplamada kullanabiliriz. Bu
durumda ise kuvvet |AI|-|I A;| ile hesaplanabilir. | A;| = |A;C| oldugu bilindigi i¢in

AC —
siniis teoreminden % = 2R, |IA1| = 2Rsin(BAC/2) elde ederiz. Ayrica
sin(BAC/2)
sin(@/@ = ’/;n—ﬂ oldugu i¢in |AI|-|IA;| = 2Rr buluruz. I, cevrel gemberin i¢inde

oldugu icin kuvvet negatif olmalidir, dolayisiyla istenen sonug gosterilmis olur. Diger

esitlik te benzer gekilde kolaylikla gosterilir.

2.4 Kuvvet ekseni

Verilen iki gembere gore ayni kuvvete sahip noktalarin geometrik yeri cemberlerin merke-
zlerini birlegtiren dogruya dik bir dogrudur. Bu dogruya bu iki ¢emberin kuvvet ekseni

denir.

Eger iki cember kesisiyorlarsa kuvvet ekseni ortak kiristen gecer. Eger iki cember birbirine

teget iseler, ortak teget kuvvet eksenidir.

Cp Cp (O

Merkezleri dogrusal olmayan li¢c cemberin ikiserli kuvvet eksenleri bir noktada kesigir. Bu

noktaya bu cemberlerin kuvvet merkezi denir.
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Ornek: Bir ABC iicgeninde A ve C koselerinden gecen O merkezli bir cember AB ve
BC kenarlari sirasiyla K ve N noktalarinda kesiyor. ABC ve K BN ti¢genlerinin gevrel
gemberleri farkli B ve M noklarinda kesigiyorsa m(O/]W\B) = 90° oldugunu gosteriniz.

Coziim: BM, NK ve C'A dogrular verilen ii¢ gemberin ikigerli olarak kuvvet eksenleridir
ve bu dogrular kuvvet merkezinde kesisirler. Bu noktay1 P ile gosterirsek, M NCP bir
kirisler dortgenidir. Bunun nedeni, m(MNC) = 360° — (180° — B +180° — A) = A+ C ve
bunun da M PC acisinin tiimleyeni olmasidir. O merkezli cemberin yaricapi r olsun. Bu

durumda, ¢emberde kuvvetten
|BM| - |BP| = |BN|-|BC| = |OB|?* —r*

ve

|PM| - |PB| = |PN|-|PK|=|0OP* — 2

elde edilir. Buradan
(OB — |OP* = |BP|- (|BM| — |[PM|) = |BM|* — | PM|*
oldugu ve dolayisiyla OM nin M B ye dik oldugu bulunur.

2.5 Kirisler Dortgeni

Dogrusal olmayan her ii¢ noktanin gembersel oldugunu biliyoruz. Dort nokta icin ise bu
her zaman gecerli degildir. Dort nokta cembersel oldugunda kenarlar: bir gemberin kirigleri
olan bir dortgen olusur ve bu dortgene kirigler dortgeni denir. Bir kirigler dortgeninde
kargilikli agilarin toplami 180° dir ve egdeger olarak ayni kenari goren agilar esittir. Karsgit

olarak da, bir dortgende bu ozellikler varsa kirigler dortgenidir.

378



Kenar uzunluklar: a, b, ¢, d ve yarigevresi u olan bir kirigler dértgeninin alani

§=(u—a)(u—"b)(u—c)(u—d

dir. Bu alan ayni kenar uzunluklarina sahip dértgenler icin en biiylik olandir.

Genel olarak, herhangi bir digbiikey dortgeninin alani

S = \/<(“ —a)(u —B)(u — c)(u — d) — abed cos? (A;B»
dir.

Batlamyus (Ptolemy) Teoremi. Bir ABCD dortgeni ancak ve ancak

|AB|-|CD|+ |AD|-|BC| = |AC| - |BD|

oldugunda kirigler doértgenidir.

Ornekler:

1. Bir dar acith AABC de, H diklik merkezi; A’, B’, C’ dikme ayaklar1 ve P de AH nin
orta noktasi olsun. B'PNAB = {Q} ve A’C'N BB’ = {R} ise QR L BC oldugunu
gosteriniz.

Cozim: m(@ ) = a olsun. AB’H dik iiggeninde muhtesem ticlii 6zelliginden
m(@’) = « olur. AC'HB'’ bir kirigler dortgeni oldugundan m(@’) = « dir.
Ayrica ters agilardan m(A/’H\B) = « dir. Ote yandan A’BC'H kirigler dértgeni
oldugundan m(fTC\B) = « bulunur. Karsihikli agilar toplami 180° oldugundan
B'QC'R de bir kirigler dortgenidir. Boylece m(m) = « elde ederiz. Bu ise
AH nin QR ye paralel oldugunu ve dolayisiyla QR nin BC' ye dik oldugunu gosterir.

2. ABC'D bir kirigler dértgeni olmak tizere, H. ve Hy sirasiyla ABD ve ABC tiggenlerinin

diklik merkezleri olsun. C'DH.H4 nin bir paralelkenar oldugunu gosteriniz.

Cozim: CHyve DH., AB ye dik olduklari igin paraleldirler. Ayrica ABC'D kirigler
dortgeni oldugu igin BCA = BDA = « olur. Diklik merkezinin bir ozelliginden (1)
dolay1 |CHy| = |DH,.| = |AB||cot a| olur. Dolayisiyla CDH.H; nin bir paralelke-

nardir.

3 Esitsizlikler
["J(;gen esitsizligi. Bir diizlemdeki herhangi A, B ve C' noktalar igin

|AB| + |BC| > |AC|
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esitsizligi gegerlidir. Esgitlik sadece A, B ve C' noktalarinin bu sirayla ayni dogru iizerinde
olmasi durumunda miimkiindiir.
Bir iiggende biiyiik aci karsisinda biiyiik kenar vardair.

Batlamyus (Ptolemy) esitsizligi. Diizlemdeki A, B, C, D farkh noktalar igin
|AB| - |CD|+ |AD| - |BC| > |AC| - |BD|

esitsizligi gecerlidir. Esitlik sadece verilen noktalar dogrusal veya ABC D digbiikey kirigler
dortgeni oldugunda saglanir.

Paralelkenar esitsizligi. Bir ABC'D dortgeninde
|AB> + |BC|* + |CD|* + |DA]* > |AC|* + |BD|?

esitsizligi gegerlidir. Esgitlik sadece ABCD bir paralelkenar oldugunda saglanir.
Bir iiggende R > 2r dir. Esitlik sadece iiggen egkenar oldugunda miimkiindiir.

Ornekler:

1. AABC nin A kenarindan ¢ikan bir dogru BC' yi X de ve AABC nin gevrel gemberini

de Y de kesiyor ise
1 1 4

>
Ax| " [XY]| = |BC|

oldugunu gosteriniz. Esitlik hangi durumda miimkiindiir?
Coziim: HO<GO esitsizligini kullanarak
1 1 2

+ >
|AX] © [XY] ™ /JAX]|-|XY]

elde ederiz. X noktasinin gembere gore kuvvetinden bulunan |AX| - |XY| = |BX] -

| X C| esitigini kullanarak

1 1 2

+ >
|AX| * [XY] ~ \/|IBX|-|XC]

oldugunu buluruz. Ayrica GO<AOQO esitsizliginden dolay1

TEXTxE < [BXIFIXCl B
- 2

2

olur. Buradan da istenilen sonug elde edilir. Esitlik hali ancak |[AX| = | XY ve
|BX| = |XC| oldugunda miimkiindiir.

2. P, ANABC nin bir i¢ noktasi olsun. P den gegen ve AB, BC,CA ya paralel olan
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dogrular sirasiyla BC yi L de, CA y1 M de ve AB yi de N de kesiyor ise

BL CM AN < 1
LC MA NB — 8
oldugunu gosteriniz. Esitligin olmasi i¢in P nin yerini belirleyiniz.
Coziim: Bir ABC ii¢geninin alanim1 S(ABC) ile gosterelim. PLC ve ZBC tiggenleri

benzer ve aym yiikseklige sahip iiggenlerde alanlar kenar uzunluklariyla orantili

oldugu igin
|\BL| |ZP| S(BPZ) S(APZ)
|ILC|  PC| S(BPC) S(APC)

olur. Buradan

|BL|  S(BPZ)+ S(APZ) S(APB)
|LC|  S(BPC)+ S(APC)  S(BPC)+ S(APC)

bulunur. z = S(BPC),y = S(APC) ve z = S(APB) olarak alirsak,

|\BL| =z
ILC| x4y

olarak ifade edilebilir. Benzer gekilde

M _ @ ANy
IMA|  y+z ' |NB] z+z

elde edilir. Boylece istenilen egitsizlik

Z T Y
rT+y y+z x+z

1
< =
-8

egitsizligine doniigiir. Burada AG esitsizligini kullanarak

rc+y>2yxy, y+z22>2/yz, =+z22>2/xz

elde ederiz. Bu ifadeleri taraf tarafa carparak istenilen egitsizligi gostermis oluruz.
Esitlik hali ise AG egitsizlikten dolay1 = y = z durumunda miimkiindiir. Yani P

agirlik merkezi olmalidir.
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4 Trigonometri

4.1 Trigonometrik fonksiyonlar

Bir ABC' dik iiggeninde C acis1 90° ve kenar uzunluklar a, b, ¢ olmak {izere A agisinin

trigonometrik fonksiyonlar: agagidaki gibi tanimlhidir.

b
sinA = g, cosA = -,
c c
a sinA b cosA
an b cosA’ €0 a sinA’
c 1 c 1
A = - = — A et — = .
See b cosA’ ¢ a sinA

Yarigapi r olan gember yardimiyla 90° den biiyiik acilar icin de benzer sekilde trigonometrik
fonksiyonlar: tamimlayabiliriz. Cemberin merkezi ile xy koordinat sisteminin merkezlerini
O noktasinda cakigtirdigimizda ¢ember tizerindeki herhangi bir P noktasinin koordinat-
larm (z,y) ile gosterebiliriz. Bu durumda r = \/m oldugunu biliyoruz. OX 1gin1
ile OP dogru parcas: arasinda kalan aginin (saat yoniiniin tersi istikametinde hareket

ettigimiz kabul ediyoruz) trigonometrik fonksiyonlar: agagidaki gibi elde edilir.

sinA = @, cos A = m,
r r
in A A
tanA = M _ , cot A m = C?S ,
|z|  cos A ly] sinA
1 1
secA = in, cscA = I —.
|z|  cos A ly] sinA

Yaricap: 7 olan bir cemberde, r uzunlugunda bir yay1 géren merkez acimin Olciisiine 1

radyan denir. Dolayisiyla 27 radyan = 360° olur. Buradan
1 radyan = 180° /7 ve 1° = 7/180 radyan

elde edilir.
Trigonometrik fonksiyonlarin alacagi degerlerin igaretlerini ve degigimlerini agagidaki tablo-

daki gibi 6zetleyebiliriz.
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A sin A cos A tan A cot A sec A csc A

0 00° + + - - - -
0—1 1—0 0— o0 oo — 0 1— o0 oo — 1

90° — 180° * a B a a *
1—0 0— —1 —o00 — 0 00— —o0 —o00 — —1 1 — o

180° — 270° B B + + B B
0— —1 —1—-0 0— o0 oo — 0 -1 — —0 —00 — —1

270° — 360° B + B B + B
-1—0 0—1 —o0 — 0 0— —o0 oo — 1 -1 — —o0

Baz1 temel acilar icin trigonometrik fonksiyonlarin alacagi degerleri agagidaki tablodaki

gibi 6zetleyebiliriz. Tabloda A acisinin degeri derece ve radyan olarak verilmigtir.

A sin A cos A tan A cot A sec A csc A
0° =0 rad 0 1 0 00 1 00
15° = & rad | Y02 | Vo2 |9 3121 3| V6—v2 | V6+V2
30°=%rad | 5 | P | B | V3 | 2P 2
45° = 7 rad g g 1 1 V2 V2
o —frad | B | 5 | 3| B | 2 |
750 =0T rad | YOHV2 | V62 94 312 B[ VB+v2 | V6 V2
90° = g rad 1 0 +0o 0 +00 1

4.2 Temel esitlikler ve acilim formiilleri

Bu boliimde cgesitli sorularda kargimiza ¢ikan temel trigonometrik ozdeslikleri verecegiz.

1. sin? A 4 cos? A = 1,
2. sec’ A —tan? A =1,
3. csc? A —cot? A =1,

4. sin(—A) = —sin A, csc(—A) = —csc 4,

5. cos(—A) =cos A, sec(—A)=secA,

6. tan(—A) = —tan A, cot(—A) = —cot A.

Iki a1 toplamim veya farkini iceren 6zdeslikler asagidakilerdir.

e sin(A + B) = sin Acos B =+ cos Asin B,

e cos(A £ B) = cos Acos B F sin Asin B,

tan A &+ tan B
tan(A+ B) =
o tan( ) lFtanAtan B ’
tAcot BF1
e cot(A=£B) = CRACOHD T

cot A+ cot B’
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2A ve 3A degerlerini igeren 6zdeglikler agagidakilerdir.

sin2A = 2sin Acos A,
sin3A4 = 3sin A — 4sin® A4,
cos2A = cos®? A —sin? A = 2cos> A — 1 =1 — 2sin? A,

cos3A = 4cos® A — 3cos A,

2tan A
tan24 = ———
an 1—tanZ A’
3tan A — tan® A
tan 34 =
an3 1—3tan’ A

Trigonometrik fonksiyonlarin toplamini, farkini veya ¢arpimin igeren 6zdeslikler agagidakilerdir.

A+ B A-B

A B = 9si
sin A + sin Sin 2 Cos 5

A—B A+ B
sin A — sin B = 2sin 5 Cos ; ,

A+ B A-B
cos A + cos B = 2 cos —; cos 5

A+B . B-A
cos A — cos B = 2sin —5 sin 5

2cos Acos B = cos(A + B) + cos(A — B),

2sin A cos B = sin(A + B) +sin(A — B),
2sin Asin B = cos(A — B) + cos(A + B).

. x 3} . 2t 1—t2
Her x € R igin, ¢ = tan — olmak {izere sinx = —— ve cosx = —— olur.
2 1+12 1+12

Bir tiggenin i¢ agilar1 «, 3,7 olmak tizere agagidaki egitlikler saglanir.
cos? a+ cos? B+ cos? vy + 2cosacos Becosy = 1, ve

tan a + tan 3 4 tany = tan atan S tan .

Trigonometrik Ceva Teoremi.

Bir ABC {iggeninde X, Y, Z sirasiyla BC,C A, AB kenarlar: iizerinde ve kogelerden
farkl noktalar olmak tizere, AX, BY, CZ dogrulari ancak ve ancak
sin(@) sin(@) sin(A/é\Z)

—— =1

sin(m) sin(@) sin(ZCB)

oldugunda bir noktada kesisirler.
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Ornekler:

1. Bir ABCD Kkaresi veriliyor. Eger B ve K, AC' dogrusunun ayn tarafinda ve ACK

hipoteniisii AC olan bir dik tiggen ise

|AK]| - |CK]]
V2

|AK| + |CK]|

BK| =
|BK]| 7

ve |DK|=

oldugunu gosteriniz.
Coziim: m(m) = a < 45° olsun. A, K, B,C, D noktalar1 capt AC olan ¢ember

tizerinde oldugu i¢in

A o
|BK| = |AC|sin(45° — a) = ‘ C’(COS\/O; sin a)

ve
_ |AC|(cos a + sin )

V2
bulunur. Ayrica |[AC|cosa = |CK]| ve |AC|sina = |AK| oldugundan istenen sonug
elde edilir.

IDK| = |AC|sin(45° + )

2. Bir ABC {iggeninde m(B/fE) = 40° ve m(@) = 60° dir. D ve E sirasiyla AC ve
AB kenarlar iizerinde m(@) = 40° ve m(ﬁ) = 70° olacak sekilde iki nokta
olsun. BDNCE = {F} ise AF 1 BC oldugunu gosteriniz.

Coziim: Verilenlerden m(@) = 20°,m(@) = 80° ve m(A/C\E) = 90° oldugu
kolayca goriiliir. A dan BC ye inilen dikmenin ayagi GG olsun. Bu durumda m(B/AE) =
30° ve m(C/'A\G) = 10° olur ve

sin(BAG) sin(ACE)sin(CBD)  sin30°sin 10° sin 40°
sin(CAG) sin(BCE) sin(ABD) sin 10° sin 70° sin 20°

_ 3sin10°(2sin20° cos 20°) .
- sin 10° sin 70° sin 20°

bulunur. Trigonometrik Ceva Teoreminden dolayr AG, BD ve C'E dogrular1 bir
noktada kesigirler. Dolayisiyla F';, AG {izerindedir ve AF | BC dir.

5 Analitik Geometri

Py (z1,y1) ve Py(xz2,y2) bir diizlemde iki nokta olsun.

e Iki nokta arasimdaki uzaklik formiilit: d = v/(x1 — 2)2 + (y1 — y2)%.

e Iki nokta arasmdaki orta nokta: P = <m1 to oyt yQ).

2 72
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Y-y _ Y- _
r — I o2 — X1

e Iki nokta arasindaki dogrunun denklemi: m = egim.
e Egimi m ve y—keseni b olan dogrunun denklemi: y = mx + b.

e z—keseni a # 0 ve y—keseni b # 0 olan dogrunun denklemi: z + % =1.
a

|AZL'1 + By, + C|
VAZ+ B2

m2 — My

e (x1,y1) noktasimin Az+By+C = 0 dogrusuna olan uzaklk formiilii:

e Egimleri m; ve my olan iki dogru arasindaki ac1 « ise tana = dir.

14+ mimy

o Iki dogru birbirine ancak ve ancak m; = my ise paraleldir.

. 1
e Iki dogru birbirine ancak ve ancak m; = —— ise diktir. (Burada yatay ve dikey
m2
dogrular: ele almiyoruz.)

e (z0,y0) merkezli ve R yaricaph cemberin denklemi: (z — z¢)? + (y — y0)? = R%.

e Koseleri (z1,y1), (z2,y2) ve (z3,y3) noktalarinda olan ii¢genin alan:
1
A= §(x1y2 + Y103 + Y3T2 — Y223 — Y102 — T1Y3).

Ornekler:

1. O, bir ABC iiggeninin ¢evrel gember merkezi ve C'D; AB kenarina ¢izilen kenarortay
olsun. E, ACD iiggeninin agirhik merkezi ise OF 1 CD ancak ve ancak |[AB| = |AC|

oldugunu gosteriniz.

Co6ziim: Ucgeninin kartezyen koordinatlar: B(0,0), C(6a,0) ve A(4b, 2¢) olsun. Bun-
lara gore diger noktalarin koordinatlarini hesaplayabiliriz. D, AB nin orta noktasi
oldugu i¢in D(2b,¢) dir. E, ADC {i¢geninin agirlik merkezi oldugu i¢in DE bir ke-
narortaydir, dolayisiyla AC ile orta nokta F'(3a+2b, ¢) de kesisir. |DE|: |[EF|=2:1
oldugu i¢in E(2b + 2a,c) dir. R, ABC {i¢geninin cevrel ¢cemberinin yarigap: olmak
tizere, O nun koordinatlar1 (3a, VRZ — 942 dir. Buradan

—c OF nin e¥imi VR?2 —-9a2 — ¢
ve nmegiml] = —————
6a — 2b & a—2b

CD nin egimi =

bulunur. CD 1 OF olmasi ancak egimlerin ¢arpiminin —1 olmasi durumunda

miimkiindiir. Boylece

—c VvVR?—9a2 —¢
6a — 2b a—2b

c(VR?—=9a?—c¢) = (6a—2b)(a— 2b)
cVR2—9a2 = (*+6a® — 14ab + 4b

386

= 1




elde edilir. Diger yandan AO = R esitligini kullanirsak

|AO? = (3a — 4b)% + (VR? — 942 — 2¢)> = R?
(3a — 4b)% + R — 9a® — de\/R2 — 9a2 + 4> = R?
9a® — 24ab + 16b> — 9a> + 4> = 4cV/R? — 9a?
—6ab +4b* +c* = ¢/ R? —9a?

buluruz. Dolayisiyla CD L OF olmasi ancak ve ancak

—6ab +4b> + 2 = 2+ 6a® — 14ab + 4b°
Sab = 6a?
4 = 3a

olmasi durumunda mumkindir. Bu ise A noktasinin BC nin orta dikmesi iizerinde

oldugunu gésterir, dolayisiyla |AB| = |AC| dir.

. ABC ve AB1C] yonleri farkli ve benzer iki dik tiggen olsun. Ayrica bu liggenlerde
dik acilarin C ve C; koselerinde ve m(C’/A§) = m(@l) oldugu veriliyor. BCy N
B,C = {M} ise AM ve CCy dogrular: varsa birbirine dik oldugunu gosteriniz.

Coziim: Kartezyen diizlemde A noktasim orijine yerlestirelim. |BC| : |AC| = k,

C(a,b) ve Ci(a1, b1) olsun. Buradan B nin koordinatlar: (a, b)+k(—b,a) = (a—kb, b+

ka) olarak bulunur. Benzer sekilde Bj(a+ kb1, b+ ka) bulunur. Béylece BC; ve C'B;

x—a; x—(a—kb) x—a x—(a1+kb)
= ve =

. y—br  y—(bt+ka) y-b y—(br—ka)

olur. I¢ler-diglar carpimi yapilarak denklemler su hale getirilebilir:

dogrularinin denklemleri sirasiyla

BC:: kaxr+kby = kaay + kbby +bay; —aby — (b—b1)z+ (a —a1)y
CBj : kajx + kbiy = kaay + kbby + bay —aby — (b—b1)z + (a —aq)y
M (x,y0) bu iki denklemi birden sagladigi i¢in kazo+kbyy = kajzo+kbiyo olmahdir.

i) _bl—b

Yo ap —a

olmasimi gerektirir. Dolayisiyla CCy ve AM dogrular: diktir.

6 Geometrik yer ve ¢izim

Verilen bir ozelligi saglayan tiim noktalarin olugturdugu bir kiime veya bir gekil bir ge-

ometrik yerdir. Geometrik yer problemlerinde yapilmasi gereken, istenilen 6zelligi saglayan

noktalarin bulundugu bir sekil bulmak ve bu gekildeki her noktanin da istenilen 6zelligini

gostermektir. Bazen ikinci kisim gbézden kagabilir, buna dikkat edilmesi gerekir.

Bazi1 temel geometrik yerler:
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e Verilen A ve B noktalarindan esit uzakliktaki noktalarin geometrik yeri [AB] nin

orta dikmesidir.
e Verilen bir noktadan sabit uzakliktaki noktalarin geometrik yeri bir ¢cemberdir.

e Verilen [AB]| m sabit aciyla goren agilarin koselerinin geometrik yeri [AB] na gore

simetrik iki cember yayimin birlegimidir. Burada A ve B noktalar1 dahil degildir.

Ornekler:

1. Apollonius ¢gemberi. A ve B herhangi iki nokta ve k # 1 pozitif reel say1 ol-
PA
mak tizere, — = k esitligini saglayan P noktalarmin geometrik yeri, merkezi [AB]

iizerinde olan bir cemberdir. Bu ¢embere Apollonius ¢emberi denir.

>
Q
wel

Ispat (Analitik geometri kullanarak.) A(—a,0) ve B(a,0) olsun. Sart: saglayan bir

nokta P(z,y) ise asagidaki islemleri yaparak geometrik yerin bir ¢ember oldugunu

buluruz.
|PAP? _ (z+a)®+y° — 2
|PBJ? (z —a)® +y?
22+ 2ax + a®> +y° = k*a? —2k%ax + K2 + k2P

(1 —k)2* +2a(1 + Bz + (1 - k)y? = (k* —1)a?

a2 N e (20
SR > A >

2 2
Cemberin merkezi (a — 1_7(11{:2, 0) ve yarigapl ﬁ dir.
2. ABCD Xkaresi iginde P kogelerden ve karenin M orta noktasindan farkl bir nokta
olsun. PD ile AC nin kesisimi F olsun (eger varsa) ve PC ve BD nin kesigimi

F olsun (eger varsa). E ve F' nin oldugu durumlardaki P ye kabul gérmiis nokta
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diyelim. EF nin AD ye paralel oldugu durumdaki kabul gérmiis P noktalarinin

geometrik yerini bulunuz.

Coziim: DF 1 EC ve EF 1L DC oldugu igin F, DEC iiggeninin diklik merkezidir.
Dolayisiyla FC | DE dir. Boylece P nin DC' ¢aph yar1 cember iizerinde oldugunu
gbstermig oluruz. Burada P, C,D ve M den farkli olmalidir. Ote yandan, bu
yaricemberin iizerinde fakat C, D ve M den farkli bir P noktasi i¢cin FC 1 DP
yani FC' L DFE dir. Ayrica DF 1 EC oldugu igin yine F';, DEC {i¢geninin diklik
merkezidir. Dolayisiyla EF 1 DC olur ve bu P noktasi istenilen 6zelligi saglar.
Sonug olarak istenilen noktalarin geometrik yeri C, D ve M den farkli olmak iizere

DC' caph yar1 cember iizerindeki noktalardir.

. Bir ABCD egkenar dortgeni igerisinde m(xm\D)—l—m(B/]W\C’) = 180° olacak sekildeki
M noktalarinin geometrik yerini bulunuz.

 — —_— —_—
Coziim: M N = DA olacak sekilde bir N noktasi alalim. Bu durumda m(NAM) =
m(D/]W\A) ve m(m ) = m(B/]\/./\C) olur. Dolayisiyla AM BN bir kirigler dortgeni
olur. Ayrica bu kirigler dértgeninde kdgegenler esit uzunlukta oldugu igin AM || BN
veya BM || AN dir. Birinci durumda

m(AMD) = m(MAN) = m(AMB)
ve ikinci durumda ise
m(BMC) = m(MBN) = m(MBA)

olur. Birinci durumda m(zﬁ/l\B) + m(B/J\-f\C) = 180° olur ve buradan M nin AC
kosegeni tizerinde oldugu c¢ikar. Benzer sekilde ikinci durumda ise M nin BD
kosegeni tizerinde olur. Diger taraftan, M nin herhangi bir kdgegen tizerinde oldugu
durumda m(zw\D) + m(B/]W\C) = 180° olacag: agiktir. Sonug olarak istenilen nok-
talarin geometrik yeri ABC'D nin kogegenleridir.
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GEOMETRI-PROBLEMLER

. ABCD kirigler dortgeninde AC' kogegeni DAB acisinin ag1 ortayidir. Bu dortgende
AD kenar1 D noktasmin tesindeki bir £ noktasina uzatiliyor. Bu durumda |[CE| =
|C' A| esitliginin ancak ve ancak |DE| = |AB] esitligi saglandiginda dogru oldugunu

gosteriniz.

. Kosegenlerle dort iiggene boliinmiig olan bir yamugun paralel kenarlarina komsu
olan tiggenlerin alanlarina A ve B diyelim. Bu durumda yamugun alanini A ve B

cinsinden bulunuz.

. Sekildeki gibi bir ABC ii¢geninde |AB| = 20 c¢m, |AC| = 11 cm ve |BC| = 13 cm
dir. ABC {iggeni igerisine merkezi |AB| kenar1 tizerinde yer alan bir yarim daire
giziliyor. Yarim daire |AC| ve |C'B| kenarlarina teget olduguna gore yar1 ¢emberin

cap1 kag cm dir?

)
20

. |BC| =1, |AC| = 3 ve m(BAC) = 30° olan bir ABC iicgeninde |AB| kagtir ?

. Merkezi S ve yarigapi r = 2 olan bir ¢emberde, 45° ag1 ile kesigen iki yaricap SA ve
SB verilsin. AB dogrusu ile AS dogrusunun S noktasindaki dikmesi K noktasinda
kesigsinler. AB.S iiggeninde B kogesinden inilen dikme AS kenarini L noktasinda

kessin. SK BL yamugunun alanini bulunuz.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

m(m) = 90° olan bir ABC dik iiggeninin hipoteniisiiniin uzunlugu 10 cm, m(m) =
30°°dir. Uggenin iginde bir D noktasi, m(ﬁb\C) = 90° ve m(A/@) = m(ﬁB\A) ola~
cak gekildedir. AB kenariyla C'D dogrusunun kesistigi nokta ise F noktasidir. Bu

durumda |AFE| dogru pargasmin uzunlugu nedir?

ABCD karesinin AB kenar {izerinde, |AE| = 3|EB| olacak sekilde bir E noktasi,
D A kenar tizerinde ise, |AF| = 5|F D| olacak sekilde bir F' noktasi bulunmaktadir.
DFE ve FC dogru parcalarinin kesigtigi nokta K, DE ve BF dogru parcalarinin
kesigtigi nokta L, F'B ve EC dogru parcalarinin kesistigi nokta ise M noktasi olsun.
Bu durumda FML ve DKC iiggenlerinin alanlarinin toplami p;, FLK ve M BC

tiggenlerinin alanlarinin toplami ps ise, py : po orani nedir?

. ABC'D paralelkenarinda ADC agisinin agiortayr BC kenarimi E noktasinda, AD ke-

narini dik kesen ve iki egit parcaya bolen dogru parcasini M noktasinda kesmektedir.

Eger AM ve BC dogrular1 F' noktasinda kesigiyorsa

(a) |DE| = |AF]|
(b) [AD[-[AB| = [DE| - |DM]|

oldugunu ispatlayiniz.

. ABC' figgeninde m(A/C’E) agisinin i¢ agiortayr AB’yi D noktasinda kesmektedir.

Eger ABC {iggeninin gevrel cemberinin merkezi ile BC'D iiggeninin i¢gteget cemberinin

merkezleri ¢akigiksa |AC|? = |AD| - |AB| oldugunu gosteriniz.

Bir ABCD dortgeninde BC ve DA kenarlarinin orta noktalar1 sirasiyla F ve F
'dir. EDA ve FBC iiggenlerinin alanlari toplaminin, ABC'D dortgeninin alanina

esit oldugunu gosteriniz.

Bir ABC iiggeninde, m(A/@) = 2m(A/C§) olduguna gore,
(a) |AC|> = |AB|*> +|AB| - |BC]

(b) |AB|+ |BC| < 2|AC|

oldugunu kanitlayiniz.

P noktasi, kenar uzunlugu 10 olan bir egskenar tiggenin i¢ bolgesinde yer almaktadir.
P noktasinin ticgenin iki kenarina olan dik uzakliklar: 1 ve 3 ise iiciincii kenara olan

uzaklig kagtir?
Sekilde bir dikdortgen 3 kareye boliinmistiir. « 4+ 8 = = oldugunu gosteriniz.

C aqst dik olan ABC' {i¢ggeninde S, AB kenarmin orta noktasi, V ise AB kenarima
inilen yiiksekligin ayagidir. |[SV| =1 ve |SC| = 2 ise ABC iiggeninin ag 6lgiilerini

bulunuz.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

/

o B Y

Bir ABC figgeninin A, B ve C koselerinden inen dikmelerin uzunluklar: sirasiyla, 5,

4 ve 4 diir. |BC| kenarinin uzunlugunu bulunuz.

Kenar uzunlugu 2 olan bir ABC'D karesinde AD ’nin orta noktasi £ ve C’ den BE

'ye inilen dikmenin ayagi F' dir. CDFEF dortgeninin alanimi1 bulunuz.

Yiiksekliklerinden ikisi 5 ve 7 olan bir tiggenin {iclincii yiiksekliginin tist sinirini

bulunuz.

Bir tiggenin kenarlari a, b, ¢ ve gevrel cemberinin yaricap uzunlugu R olsun. Eger

_ avbe
R = b+c 1

se iiggenin acilarini bulunuz.

Iki merdiven, dar bir sokakta orantisiz bir X-gekli bigiminde ¢aprazlama yerlegtirilmistir.

Sokak duvarlar1 zemine dik degil, fakat birbirlerine paraleldir. Zemin, diiz ve yataydir.
Her bir merdivenin tabani, karsi duvara degecek sekilde yerlestirilmistir. Uzun olan
merdivenin sokak duvarina degen iist kismi ile kisa olan merdivenin kargi duvara
degen tst kismi arasindaki mesafe dikey olarak 5 m ’dir. Kisa olan merdivenin kars:
duvara degen iist kismu ile de, iki merdivenin kesigtikleri nokta arasindaki mesafe
dikey olarak 4 m ’dir. Merdivenlerin kesigim noktasinin yere olan yiiksekligi dikey

olarak ne kadardir?

ABC figgeninde, D noktasi [AC] tizerinde olmak {izere [BD] ve E noktasi [AB]
tizerinde olmak iizere [CE] dogru pargalar ciziliyor. [BD] ve [CE] nin kesigim
noktast X, Alan(BXFE) = a, Alan(BXC) = b ve Alan(CXD) = ¢ olmak iizere
Alan(AEXD) yi a,b ve ¢ cinsinden bulunuz.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Kenar uzunluklar1 10, 17 ve 21 olan bir {iggenin i¢ine bir kenar:1 {iggenin en uzun
kenarinda ve diger iki kogesi tiggenin kisa kenarlar: iizerinde olacak sekilde bir kare

yerlegtiriliyor. Karenin kenar uzunlugunu bulunuz.

m(m) = m(A/DE) ve |AB| = |AD]| olacak sekilde bir digbikey ABC'D dortgeni
verilsin. A noktasindan C'B ve DB dogrularina ¢izilen dikmelerin kesigim nokta-
lar1 sirasiyla N ve K olmak iizere NK dogrusunun AC dogrusuna dik oldugunu

gosteriniz.

Bir ABCD karesinin BC ve C'D kenarlarindan K ve L noktalar1 aliniyor. m(@ )=
m(m) olduguna gore m(m) kagtir ?

Kenarlar: a, b ve ¢ olan bir dikiiggenin kenarlari1 geometrik bir dizi olugturduguna ve

abc = 1 olduguna gore a, b, ¢ yi bulunuz.

ABC dik ii¢geninde AB hipoteniisiiniin orta noktasi K olsun. M, BC kenar
tizerinde | BM | = 2| M C| olacak sekilde bir nokta ise m(]\m) = m(]\TK\C) oldugunu

gosteriniz.

Bir yamugun orta tabaninin uzunlugu 4 ve taban acilar1 40° ve 50° ’dir. Alt ve st
tabanin orta noktalarini birlestiren dogru parcasinin uzunlugu 1 ise taban uzunluk-

larini hesaplayiniz.

ABC {iggeninin i¢ teget cemberi BC kenarmma M, C'A kenarina N, AB kenarina ise
|DP|  |BD|

IDN| — |CD|
noktasi olduguna gére DM 1 PN oldugunu gosteriniz.

P noktalarinda tegettir. NP dogrusu tizerinde olmak tizere bir D

M noktasi, ABCD karesinin g¢evrel cemberindeki C'D yaylarindan kisa olaninin
iizerinde bir nokta olsun. P ve R noktalar1 sirasiyla AM dogrusuyla BD ve CD
dogru parcalariin kesigimlerini gostersin. Benzer sekilde, Q) ve S noktalar1 da BM
dogrusu ile sirasiyla AC ve DC dogru parcalarinin kesigim noktalar: olsunlar. PS

ve QR dogrularinin birbirlerine dik olduklarini gosteriniz.

Boyutlar1 25x36x12 olan ve yerde en biiyiik yiizlerinden birisi iizerinde duran bir
kutunun alt koselerinin birinde bulunan bir karinca, kutunun altindan ge¢cmeden,
kars1 caprazdaki alt koseye ulasmaya calismaktadir. Karincanin kullanabilecegi en

kisa yolun uzunlugu nedir?

Merkezleri O ve P olan iki tane daire alalim. Her bir dairenin merkezinden, diger
dairenin cevresine iki tane teget ¢izelim. O merkezli daireden cizilen tegetler, O
merkezli daireyi A ve B noktalarinda; P merkezli daireden cizilen tegetler de, P
merkezli daireyi C ve D noktalarinda kessin. AB ve CD Kkiriglerinin esit uzunlukta

olduklarini gosteriniz.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Bir ABCD doértgeninde, Alan(ABC) < Alan(BCD) < Alan(CDA) < Alan(DAB)
ise ABC'D nin bir yamuk oldugunu kanitlayiniz.

Kosegenlerin kesigimi O olan ABCD paralelkenarinda, M ve N noktalar: sirasiyla
[BO] ve [CD] nin orta noktalar1 olsunlar. ABC ve AMN f{iggenleri benzer ise,
ABCD nin bir kare oldugunu kanitlayiniz.

Bir diizgiin dokuzgenin en uzun kosegeninin uzunlugunun, en kisa kosegeni ile bir

kenarimin uzunluklar: toplamina esit oldugunu gosteriniz.

Kenarlar1 20 ve 15 olan bir ABCD dikdortgeni verilsin. Merkezi A noktasinda olan
bir cember C' kosesinden gegiyor. BD dogru parcasini igeren kirigin uzunlugunu

bulunuz.

Yar1 cap1 7 olan bir cemberle cevrelenmis ve alam 372 olan diizgiin cokgenin kenar

say1s1 nedir?

ABC dar acgili liggeninin ¢evrel cemberinin merkezi O olsun. O; ise AB kenarini iki
esit parcaya ayiran ve O noktasindan gegen dogrunun iizerinde, O noktasina gore
AB kenarmin diger tarafinda kalan bir nokta olsun. Merkezi Oq, yari capi AO;q
olan gembere K, C'A ve CB dogrularinin K ile kesigtigi noktalara ise sirasiyla Ay ve
B; diyelim. Bu durumda A; B ve AB; dogrulart ABC' {i¢geninin ¢evrel ¢emberinin

iizerinde kesigtiginde AO,BO dortgeninin bir kirigler dértgeni oldugunu gosteriniz.

P noktasi bir ¢cember {izerinde, ) noktasi bir dogru tizerinde sabit; R noktasi ise
P noktasiin bulundugu gember iizerinde (P, @, R bir dogru iizerinde olmayacak
sekilde) degisken bir noktadir. P, @ ve R noktalarindan gegen ¢ember, () noktasinin
bulundugu dogruyu tekrar V noktasinda kestigine gore, V R dogrusunun bir sabit

noktadan gectigini gosteriniz.

ABCD, bir kirigler dortgeni olsun. AC kosegeni DAB agisinin aglortayidir. AD
kenar1, D kogesinden ug noktasi E olacak sekilde uzatiliyor. |CE| = |CA| < |DE| =
|AB| oldugunu ispatlayimiz.

Alanm 7 olan bir ABC' eskenar tiggeninde M ve N noktalar1 sirasiyla AB ve AC
iizerinde bulunan ve AN = BM kogulunu saglayan noktalar olsun. O = BN N CM

olmak tizere, BOC fi¢geninin alani 2 olsun.

a) MB:AB=1:3veya MB: AB = 2 : 3 oldugunu ispatlayimiz.

b) AOB agsinin dl¢iisiini bulunuz.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

Bir ABC iiggeninde a, b ve ¢ sirasiyla A, B ve C kogelerinin kargisindaki kenarlarin
uzunluklar1 ve r, ABC {i¢geninin igteget cemberinin yar1 ¢ap1 olmak tizere ve 6(a +
b+ c)r? = abc esitligini saglamaktadirlar. M, ABC iicgeninin icteget cemberinin
lizerinde bir nokta ve D, E, F sirasi ile bu noktanin BC, AC ve AB kenarlarina
izdiisiimleridir.

Alan(ABC) = S ve Alan(DEF) = Sy ise % kesirinin alacagi en biiyiik ve en kiigiik

degerleri bulunuz.

Bir ABC' {iggeninin alanim esit alanlh ABM, BCM ve MC'A ti¢genlerine bolen M

noktasinin agirlik merkezi oldugunu ispatlayiniz.

Bir ABC ii¢geninde m(B) = 2.m(C) ve A agismmn aglortayr BC kenarm D nok-

-~

tasinda kesmek tizere |AB| = |CD| ise m(A) kagtir?

ABCD eskenar dortgen ve m(@) = 60° olsun. K ve L noktalar1t AD ve DC ke-
narlar1 tizerinde noktalar ve M noktas1 K DL M paralel kenar olusturacak sekilde AC

kosegeni tizerinde bir nokta olsun. BK L {i¢cgeninin eskenar oldugunu ispatlayiniz.

ABC dik ti¢geninde D ve E siras1 ile AB ve BC' dik kenarlar iizerinde m(B/@) =
30° ve m(B/lf’) = 45° olacak sekilde noktalar, F'ise AE ve C'D dogrularinin kegisim
noktasidir. |AE| = /3, |CD| = /2 olduguna gore, F noktasimin AB kenarma olan

uzakligini bulunuz.

ABCD yamugunda AB tabanmin orta noktast M ’dir. FE, AC kosegeni tizerinde,
BC ve ME, F noktasinda; DE ve AB, H noktasinda kesigecek gekilde segilmig bir
noktadir. F'D ve AB, G noktasinda kesigiyor ise M noktasinin G H nin orta noktasi

oldugunu gosteriniz.

P, cevrel cember yaricap: 1 olan bir diizgiin ¢cokgendir. F,, ’'nin alanininin g¢evresine

oraninin 0.25 den biiyiik oldugu en kii¢iik n degerini bulunuz.
Herhangi bir ticgen kendisi ile benzer olan

(a) 2002

(b) 2003

ticgene boltinebilir mi?

ABC tiggeninin iginde bir M noktasi olsun. Bu tiggende m(@) =70°, m(m) =
80°, m(m) = 10° ve m(@) = 20° olduguna gore |AB| = |MC| oldugunu
gosteriniz.

ABCD dértgeni m(DAC) = m(BDC) = 36°, m(CBD) = 18° ve m(BAC) = 72°
olmak tizere bir digbiikey dortgendir. AC' ve BD kogegenlerinin kesistigi nokta P

olduguna gore APD acisinin Ol¢lisiinii bulunuz.
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50.

o1.

52.

53.

54.

95.

56.

o7.

58.

59.

A ve B koselerinden gizilen kenarortaylarin dik kesisgtigi bir ABC' iiggeninde en kisa

kenarin AB oldugunu ispatlayiniz.

ABC {iggeninde AB kenarmmin orta noktast M ve ABC agisinin agiortayinin AC
kenari ile kesigtigi nokta D olsun. M D1 BD ise, |AB| = 3|BC| oldugunu gosteriniz.

Bir ABC'D dortgenininde m(m) = 45°, m(A/C'B) = 30° ve m(@) = m(§C'\A) =
15° olduguna gore DBC acgisinin degeri nedir?

Bir dik tiggenin gevrel cemberinin yarigap1 R, i¢ teget cemberinin yaricap: r olmak
uzere

R>r(l+ \/i)
oldugunu gosteriniz.

|AC| = 6, |BC| = 2 ve m(m) = 120° olan bir ABC' {i¢geninin ACB aglsimin
ag1 ortayl AB kenariyla D noktasinda kesigiyor. Bu durumda C'D dogru pargasinin

uzunlugunu bulunuz.

R cevrel cemberin yarigap: olmak iizere, R(b + ¢) = av/bc kosulunu saglayan ABC

iicgenini bulunuz.

Bir kenar1 a olan ABC egkenar iiggeninin digina m(m) = 90° olan AC'D ikizkenar
iiggeni ciziliyor. Burada DA ve C'B kenarlar1 E noktasinda kesigtigine gore agagidaki
sorular1 yanmtlayiniz.

—

(a) DBC agismin olciistinii bulunuz.
(b) CDE ftiggeninin alanini « cinsinden bulunuz.
(¢) BD dogru parcasinin uzunlugunu « cinsinden bulunuz.
Dar agili bir ABC iiggeninde, BAC agisinin ag1 ortayi, B kogesinden gizilen ytikseklik

ve AB kenarma ait kenar orta dikme bir noktada kesigsmelerinin ancak ve ancak

m(;{) = 60° oldugu zaman miimkiin oldugunu kanitlayiniz.
Birim kareye sigabilecek en biiyiik yarim dairenin alanini bulunuz.

ABC, |AC| = |BC]| olacak sekilde bir ikizkenar {iggen olsun. Bu {iggenin cevrel
gemberinin, C' noktasini icermeyen AB yayimin iizerindeki bir noktaya P noktasi
diyelim. C noktasindan PB dogru pargasi iizerine indirilen dikme ayagina ise D

noktasi diyelim. Bu durumda,
|PA| + |PB| = 2|PD|

oldugunu gosteriniz.
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

Kenarlar1 1,1, /2 olan ikizkenar dikiicgen bicimindeki bir tahta parcasi iki parcaya
boliinecektir. Iki parcanin alanini egit yapacak en kisa kesitin yerini ve uzunlugunu

ve bulunuz.

ABC ikizkenar iiggeninin, sirasiyla eskenarlar AB ve AC tizerinde P ve ) noktalari,
|AP| = |CQ)| olacak sekilde bulunmaktadir. Bununla birlikte P ya da @, ABC
iiggeninin bir kogesi degildir. Bu durumda APQ tiggeninin gevrel ¢gemberinin ABC

iiggeninin gevrel cemberinin merkezinden gectigini gosteriniz.

Bir ABCD konveks dértgeninin koégegenlerinin kesigim noktast M olmak iizere AB
kenarini P noktasinda, C'D kenarimi ) noktasinda kesen ve M noktasindan gegen
g dogrusu dikkate alindiginda APM, BPM,CQM ve DQM iiggenleri benzer olan
biitiin konveks ABCD dortgenleri bulunuz (iiggenlerin koseleri aym sirada olmak

zorunda degil).

Bir ¢cembere digindaki bir A noktasindan c¢izilen iki dogru, gemberi sirasiyla B, C ve
D, E noktalarinda kesmektedir. (B € [AC] ve D € [AE] dir.) D noktasindan [BC]
ye cizilen paralel, cemberi F' noktasinda kesmektedir. A ve F' noktalarindan gecen
dogrunun gemberi kestigi ikinci nokta G olsun. FE,G noktalarindan gegen dogru,

[AC] yi M noktasinda kestigine gore

N S
|AM|  |AB|  |AC|

oldugunu kanitlayiniz.

ABC bir egkenar {icgen ve P, cap1 BC kenari olan A kdsesinden uzak olan yarimdairedir.
A kogesinden gegen ve BC' yi {i¢ eg pargaya ayiran dogrularin P yarimdairesini de

ii¢ es parcaya ayirdigini gosteriniz.

Dikdortgen seklindeki bir kagit, kdsegen olusturan iki kosesi iist liste gelecek sekilde

katlaniyor. Kat yerinin olugturdugu yeni kenarimn ({ist iiste gelen koselerin karsisindaki
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kenar) uzunlugu, dikdortgenin uzun kenarinin uzunluguna esitse dikdoértgenin uzun

kenarmin kisa kenarina orani nedir?

66. ABCD Kkaresi ile ABEF karesinin bulundugu diizlemler birbirlerine diktir. AFE ve
BF dogrular1 O noktasinda kesigiyor ve |[AE| = 4 cm ise

(a) B noktasimndan DOC ve DAF diizlemlerinin kesistigi dogruya olan uzakligini
(b) AC ve BF dogrular: arasindaki uzaklhig

bulunuz.

67. Cevresi 40 ¢m olan ABCD egkenar dortgenininin A kosgesini merkez olarak alan
gember C, B kogesini merkez olarak alan ¢ember ise D noktasindan gegmektedir.

Bu iki cember birbirlerine teget ise, ABCD eskenar dértgeninin alam kac em?dir?

68. Degisik boyutlardaki beg bilye konik bicimindeki bir huniye koyuluyor. Her bilye
bitigigindeki bilyelerle ve huni yiizeyiyle temas halindedir.

En kiigiik bilyenin yaricap: 8, en biiyiik bilyenin yarigapi 18 milimetredir. Ortadaki

bilyenin yaricapini bulunuz.
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69. ABC tggeninin AA’ ve BB’ kenarortaylarinin dik kesistiklerini

varsayalim. |BC| = 3 ve |AC| = 4 ise, AB kenarinin uzunlugu ne olur?

70. |AB| = |AC| ve m(@) = « olan bir ABC tiggeninde P, P # B olan |AB| iizerinde
bir nokta ve @, A dan ¢izilen yiikseklik tizerinde |PQ| = |QC/| olacak sekilde bir nokta
olsun. m(@) kagtir 7

71. a Kenar1 a olan ABC' egkenar ti¢geni veriliyor. MP1AB, NM1BC, PN 1AC
olmak tizere P € [AB], M € [BC|, N € [AC] noktalarinin olugturdugu M N P

iiggeni i¢cin M P uzunlugunu bulunuz.

b Her ABC dar agih iiggeni i¢cin MP1AB, NM 1 BC, PN1AC olacak sekilde
P e [AB], M € [BC], N € [AC] noktalarimin bulunabilecegini gosteriniz.

72. BAC agis1 sabit kalmak tizere, B ve C' noktalari sabit, A noktasi degigkendir. Burada
AB ve AC kenarlarinin orta noktalari sirasiyla D ve E noktalari olsun. Ayrica
DF1AB, EGLAC ve BF ile CG dogrular1 BC dogrusuna dik olacak sgekilde F'
ve G noktalar1 olsun. Bu durumda |BF|.|CG

bagimsiz oldugunu gosteriniz.

carpiminin A noktasinin seciminden

73. Bir dikdortgenin kenarlari orani 12 : 5 tir. Kogegenlerin olusturdugu 4 {iggenden
bir kenar1 komsu olanlarin icine c¢izilen cemberlerin yaricaplar: r; ve ro olmak tizere

71 : 9 oranini bulunuz.

74. Cap1 AB merkezi S olan yaricember iizerinde agagidaki kogullar1 saglayan C ve D

noktalar1 verilsin.

i C noktast AD yay1 tizerindedir,
ii CSD acis1 dik acidir.

FE noktas1t AC ve BD dogrularinin kesigim noktasi ve F' noktas1 AD ve BC' dogrularinin

kesigim noktasi ise |E'F| = |AB| oldugunu gosteriniz.

75. Bir fiicgenin icindeki noktalardan kenara uzunluklari carpimi en biiyiik noktanin

agirlik merkezi oldugunu gosteriniz.

399



76.

77.

78.

79.

80.

|AB| = |BC| ve |CD| = |DA| olan ABCD dértgeninin AC ve BD kogegenlerinin
kesigtigi nokta O noktasi olsun. Ayrica, ABD {iggeninin D kdgesinden inen yiiksekligin
ayagina N, BC'D fi¢geninin B kosesinden inen yiiksekligin ayagina K noktasi diye-

lim. Bu durumda N, O ve K noktalarimin bir dogru iizerinde oldugunu gosteriniz.

ABC ikizkenar (|AB| = |AC|) {iggeninde m(@) = 20° dir . D noktas1 AC
kenarinin iizerinde, £ noktas1 AB kenarinin {izerinde, m(D/BT') = 60° ve m(fC\B) =

50° olduguna gore m(E/'b\B) yi bulunuz.

o A

AC kenar1, ABC dik iiggeninin hipoteniistidiir. D noktasi AB kenarinin ve FE noktasi
da BC kenarmin iizerindedir. m(l?(-Z'\D) = m(ﬁC\A) ve m(@) = m(m) dir.
AE kenarmm uzunlugu 9 ve C'D kenarnn uzunlugu 8v/2 olduguna gére AC kenarmm

uzunlugunu bulunuz.

A,B ve C birbirlerine olan uzakliklar: esit olan (|AB| = |AC| = |BC)|) iig sehirdir.
A gehrinden 3 km, B sehrinden 4 km uzakta olan bir aracin C' gehrine olan uzaklhig

en ¢ok kag kilometre olabilir?

Bir Kenar1 6 olan eskenar iicgenin icine ¢izilen cember tizerindeki herhangi bir T’
noktas icin |T'A|*> + |TB|? + |T'C|? = 45 oldugunu gésteriniz.
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81.

82.

83.

84.

85.

86.

ABCD yamugunda koégegenler O noktasinda dik olarak kesigmektedir. M ve N,
sirasiyla OA ve OB dogru parcalar tizerinde m(m) = m(widehatBM D) = 90°

olacak sekilde noktalardir. £, M N dogru parcasinin orta noktasi ise

(a) OMN ve OBA figgenlerinin benzer tiggenler olduklarimi
(b) OF dogru pargasmin AB ’ye dik oldugunu

gosteriniz.
G kapali dortgeni igin
(a) Eger tizerinden gegen her dogrunun G ’yi esit iki alana ayirdigi bir X noktasi

varsa G bir paralelkenardir.

(b) Eger G bir paralelkenarsa, iizerinden gecen her dogrunun G ’yi esit iki alana

ayirdigi bir X noktasi vardir.
Onermelerini ispatlayiniz.

ABC dik iiggeninde |AB| = |AC|. [AB] iizerinde |AM| = |BP| olacak sekilde M
ve P noktalari alahm. D noktasit da [BC| nin orta noktasi olmak tizere, [C'M] ve
[BC| tizerinde sirasiyla R ve @ noktalari, A, R, Q dogrusal ve AQ ile CM dik olacak

sekilde alinmistir.

a-) m(AQC) = m(PQB)
b-) m(DRQ) = 45°

oldugunu ispatlayiniz.

ABC iiggeninin BC' kenarimin tizerindeki D ve E noktalari, (D, B’ye daha yakin);
AC kenarmin iizerindeki F' ve G noktalari, (F, C’ye daha yakin); AB kenarnin
tizerindeki H ve K noktalar, (H, A’ya daha yakin) verilmistir. |AH| = |AG| =1,
|BK| = |BD| = 2, |CE| = |CF| = 4, m(ABC) = 60° olup D, E, F, G, H, K
noktalar1 bir ¢ember {izerindedir. Buna gore ABC' {i¢geninin i¢ teget gemberinin

yari ¢apini bulunuz.

Koseleri r yaricaph bir cemberin iizerinde olan tiim ABCD dértgenlerini ve |CB| =
|BP| = |PA| = |AB]| olacak sekilde [C' D] kenar iizerinde bir P noktas: diigiinelim.

a) Yukaridaki kogulu saglayan A, B, C, D, P noktalarimin varligin1 gosteriniz.

b) Yukaridaki kosulu saglayan tiim A, B,C, D, P noktalar i¢in |[DA| = |DP| = r

oldugunu kanitlayiniz.

ABC iiggeni, A noktasinda dik acilidir. D noktasi, CD = 1 olacak sekilde AB
kenarinin iizerindedir. AF, A noktasindan BC kenarina olan dik yiiksekliktir. BD =

BE =1 ise, AD kenarinin uzunlugu nedir?
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87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

|AB| = |AC| olacak sekilde bir ABC ti¢geninde D, A kosesinden inilen dikmenin
ayagidir. E noktasi ise AB kenari iizeriden bir nokta, m(A/C\E) = m(ﬁ) = 18°
ve |AD| =3 ise |CE| =7

Eskenar {icgenin icindeki bir noktanin koselere uzakliklar: 3, 4 ve 5 ise tiggenin alanini

bulunuz.

Kenar uzunluklar: ve icteger cemberinin ¢api aritmetik dizi olugturan ticgenin dikiicgen

oldugunu ispatlayiniz.

p/O\q agis1 icinde yer alan .S noktasi, Op dogrusuna P noktasinda, Og dogrusuna ise @)
noktasinda teget olan bir k£ cemberinin iizerinde bulunmaktadir. Op dogrusuna par-
alel olan ve S noktasindan gecen s dogrusu ise Oq dogrusunu R noktasinda kesmekte-
dir. T noktasi ise SQ R liggeninin ¢evrel gemberi ile P.S dogrusunun kesistigi noktadir
(T # S). Bu durumda OT//SQ oldugunu ve OT dogrusunun SQR {i¢geninin ¢evrel

cemberine teget oldugunu gosteriniz.

ABCD dort yiizlisiintin agirlik merkezi ile A ve B kosgeleri arasindaki uzaklik esit
olduguna gore

|AC|*> +|AD|? = |BC|* + |BDJ?
oldugunu gosteriniz.

ABC figgeninin i¢ teget gemberi BC, C'A ve AB kenarlarina sirasiyla A, B; ve
C1 noktalarinda degiyor. Bu durumda A; B;C4 ii¢geninin agilarimi ABC' {iggeninin

acilar cinsinden ifade ediniz.

p ve q yaridogrular: O noktasinda kesigiyorlar. A ve C' noktalar p iizerinde, B ve D
noktalar1 ¢ tizerinde olmak tizere, C D dogrusu O AB ii¢geninin A kdgesinden c¢izilen
kenarotayima paralel olduguna goére AB kenarimin OCD figgeninin D kogesinden

cizilen kenarortayina paralel oldugunu gosteriniz.

Bir ABC tiggeninde, |AB| = |AC|, D noktasi [BC] nin orta noktasi olsun. M, [AD]
nin orta noktast ve N noktasi D noktasimn [BM| tizerindeki dik izdiigiimii olmak

izere, m(m) = 90° oldugunu kanitlayiniz.

ABC, m(W) = 90° ve |AB| = |AC| olacak sekilde bir ii¢gen olsun. BC' kenar
iizerindeki N noktasi ise, yine BC' kenar1 iizerindeki M noktasi ve C' noktasinin

arasinda olacak sekilde ve
|IBM|?> — |MN|?> +|NC*> =0

esitligini sagladigina gore, m(]\m ) = 45° oldugunu gosteriniz.
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96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

Dar agih ABC iiggeninin AC' ve BC' kenarlarimin dig tarafinda ACXFE ve CBDY
kareleri bulunmaktadir. Bu durumda AD ve BE dogrularimin kesigtigi noktanin,

ABC fggeninin C noktasindan inen yiiksekligi tizerinde oldugunu gosteriniz.

Bir digbiikey ABC'D dortgeninin i¢ teget cemberinin merkezi I olsun. m(m ) =
m(A/B\C’) /2 olacak sekilde, [AI] ve [CI] dogru pargalar: tizerinde, sirasiyla, M ve N
noktalar1 segilsin. m(m )= m(A/l_)?) /2 oldugunu kamtlayimz.

3 b
Kenar uzunluklar a, b, ¢ br olan bir iiggende — < a + + ¢ < 2 oldugunu
27b+c c+a a+bd

kanitlayiniz.

Kare seklindeki tarlanin icine yerlestirilmis bir karinca, tarlanin koselerinin birinden
13 metre, bu kogenin capraz olarak kargisindaki kégeden 17 metre ve iiglincii bir
koseden de 20 metre uzakliktadir. Tarlanin alanini bulunuz. Burada, arazinin

diizgiin oldugu varsayilmaktadir.

Ikizkenar bir ABC iicgeninin (|JAB| = |AC|) AB kenan iizerinde BCD acs1 15°
olacak sekilde bir D noktasi yer almaktadir. |AD| = 1 birim ve |[BC| = /6 birim

ise C'AB acisinin 6lgiisii kag derecedir?

n > 4 olmak kaydiyla, her pozitif n tam sayisi i¢in, herhangi bir {icgenin n ikizkenar

licgene ayrilabilecegini gosteriniz.

ABC iiggeninin yiikseklikleri h, > 3 cm, hy > 4 ¢cm ve h, > 5 cm egitsizliklerini

sagladigina gore, bu iiggeninin alaninin miimkiin olan en kiiciik degerini bulunuz.

ABC iiggeninde A agisimin agiortayl, ABC iiggeninin g¢evrelgemberi ile A; nok-
tasinda kesigiyor. Aymi sekilde B acisinmin acgiortayr cevrelcemberi B; noktasinda,
C agisinin agiortayr da C7 noktasinda kesiyor. AA; dogrusu B ve C kogelerindeki
dig agilarin agiortaylar: ile A° noktasinda kesigiyor. B° ve C° noktalar1 da benzer

sekilde tanimlaniyor.

Alan(A°B°C°) = 2-Alan(AC1BA,CBy)
> 4. Alan(ABC)

oldugunu gosteriniz.

AC kenar1 AB kenarindan uzun olan bir ABC' iiggeni verilsin. BX = CA olacak
sekilde BA kenarmmi A yoniinde uzatalim. CY = BA olacak sekilde C'A kenari
iizerinde Y noktasini alalim. BC' kenarinin orta dikmesinin XY dogrusu ile kesigtigi
yere P diyelim. m(B/P\C') + m(m) = 180° oldugunu gosteriniz.

ABC ikizkenar (JAB| = |AC]) tiggeni veriliyor. B € |MC| olacak gekilde bir M
noktas1 seciliyor. AM B iiggeninin i¢ teget gemberinin yarigapi ile AMC' iggeninin
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106.

107.

108.

109.

110.

M kosesine karsilik gelen dis teget cemberinin yaricapi toplaminin sabit oldugunu

ispatlayiniz.

ABC' dar agih bir iiggendir. BC' kenar iizerinde bir D noktasi alalm. FE ve F'
noktalar1 da sirasiyla, D noktasinin AB ve AC kenarlarina dik izdiigiimii olsun. BF
ve C'E dogrularimin kesistigi noktaya da P diyelim. AD dogrusunun BAC i¢geninin
aglortayl olmasimnin ancak ve ancak AP ve BC dogrularinin birbirine dik olmasi

durumunda oldugunu gosteriniz.

Iki benzer {icgenin tam say1 degerli kenar uzunluklarmmn ikisi birbirine esit olsun.

Ugﬁncﬁ kenarlarinin fark: 20141 ise, biitlin kenarlarini bulunuz.

Késeleri bir cemberin iizerinde bulunan ABCDE besgeninde , AC||DE ve M, BD
dogru parcasinin orta noktasidir. m(zm\B) = m(B/]W\C') oldugunda BF nin AC yi

iki esit parcaya ayirdigini gosteriniz.

ABC ficgeni, A noktasinda dik acili olsun. A kdésesinden c¢izilen agiortay BC' ke-
narini, D noktasinda kessin. Dolayisiyla, s(m\B) = 45° olur. |[CD| = 1 ve
|BD| = |AD| + 1 ise, AC ve AD uzunluklarimi bulunuz.

ABC figgeni igerisinde PAC acis1 18°, PC A agis1 57° , PAB agis1 24° ve PBA aqisi
27° olacak gekilde bir P noktasi olduguna gore, ABC' ii¢geninin ikizkenar oldugunu

gosteriniz.
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111. Dar agili bir iiggenin i¢ agilarin1 A, B ve C' ile gosterelim.

sinA+sinB+sinC > 2
cosA+cosB+cosC > 1

tan(é)—ktan(g)—i-tan(c < 2

2 2 2
esitsizliklerini gosteriniz.
112. Bir ABC {iggeninde m(@) = 60° ve |AB| # |AC| olsun. Ayrica BAC agsimin

ag1 ortayr AD dogrusu ve AD dogrusuna A noktasinda dik olan € dogrusunun BC'
ile kesistigi nokta, |BE| = |AB| + |AC| sartin1 saglayan E noktasi olsun.

Bu durumda ABC ii¢geninin ABC ve BCA acilarini bulunuz.

113. Kenar uzunluklar: 1,2,3 ve 4 birim olan bir dortgenin alaninin en biiyiik degeri

nedir?

114. AB ve CD kenarlar: paralel olan bir ABC'D yamugunda m(m) =6ve m(@) =
42 dir.AB kenarinda m(m) = T8 ve m(@) = 66 olacak gekilde bir X noktasi
bulunmaktadir. |[AB| ve |CD| dogru pargalar: arasindaki uzaklik 1 ise AD + DX —
(BC + CX) = 8 oldugunu gosteriniz.

115. Bir ABC egkenar tiggeni verilsin. Agirlik merkezi G olsun. M noktasi herhangi bir
i¢ nokta olmak ftizere, |[M G| nin orta noktasi O olsun. M noktasindan gegen ug
noktalart ABC' tiggeninin kenarlar tizerinde olan kenarlara paralel dogru parcalar:

Gizilsin.

a. O noktasimin dogru pargalarimin orta noktalarina uzaklilarimin egit oldugunu

gosteriniz.

b. Dogru parcalarinin orta noktalarinin bir eskenar iiggenin koseleri oldugunu gosteriniz.
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GEOMETRI-COZUMLER

1. ABCD kirigler doértgeninde AC kogegeni DAB acisinin ag1 ortayidir. Bu dortgende
AD kenar1 D noktasmin tesindeki bir £ noktasina uzatiliyor. Bu durumda |[CE| =
|C' A| esitliginin ancak ve ancak |DE| = |AB] esitligi saglandiginda dogru oldugunu

gosteriniz.

Cozium.

E D
m(m) = m(m) oldugundan ve gember {lizerinde esit agilarin olugturduklar
yaylarin uzunluklar1 da birbirine esit olacagindan, |BC| = |CD]| elde ederiz. Ayrica

gemberin igindeki dortgende kargilikli acilarin toplami 180° olacagindan m(E/‘Z-)\C') =
180° — m(@) = m(A/B\C’) buluruz.

|DE| = |AB| oldugunu kabul edelim. Bu durumda ”Kenar-Ag-Kenar”dan dolay:
ABC ve EDC figgenleri eg tiggenler olur ve |CE| = |CA| elde edilir.

Simdi |CE| = |CA| oldugunu kabul edelim. Bu durumda CAE {iggeni ikizkenar
ticgen olur ve m(B//E) = m(m) = m(@) elde edilir. ”A¢-Agi-Aci”dan dolay1
ABC ve EDC figgenleri eg tiggenler olur ve |DE| = |AB| bulunur.

Sonug olarak bu iki durum birlestirildiginde, |DE| = |AB| < |CE| = |C'A| oldugu

goriiliir.

2. Kosegenlerle dort tiggene boliinmis olan bir yamugun paralel kenarlarina komsu
olan tiggenlerin alanlarina A ve B diyelim. Bu durumda yamugun alanini A ve B

cinsinden bulunuz.
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Coziim. Sorunun ¢oziimiinde iiggenin alaninin 1/2 x taban x yiikseklik oldugunu
kullanacagiz ancak burada unutulmamasi gereken konu, tabanin, iiggenin herhangi
bir kenar1 olabilecegi, ve yiiksekligin bu kenarin kargisindaki kégseden, kenarin tizerine

(va da bir uzantisina) indirilen dikme oldugudur.

Simdi, tabanlari r ve s olan, ve alanlar1 C' ve B olan {iggenleri diigiinelim. Bu iki

C

iiggenin yiikseklikleri ayni oldugu gibi tabanlar1 da cakisiktir. Dolayisiyla I _ B
S

A
olur. Benzer sekilde r_ D olur. Bu iki denklemi birlegtirerek AB = C'D buluruz.
S

Ayrica, alanlart A+ C ve A+ D olan tiggenleri diigtiniirsek, bu liggenler ayni tabana,
ve egit yiikseklige sahip olduklarindan, A+ C = A 4+ D, yani C' = D bulunur.

Bunu daha 6nce buldugumuz AB = C'D denkleminde yerine yazarsak, C = D =
V AB elde ederiz.

Sonug olarak, yamugun alam1 A+ B +C + D = A+ B+ 2J/AB = (VA + vB)?

olarak bulunur.

. Sekildeki gibi bir ABC ii¢geninde |AB| = 20 c¢cm, |AC| = 11 cm ve |BC| = 13 cm
dir. ABC {iggeni igerisine merkezi |AB| kenar1 iizerinde yer alan bir yarim daire
giziliyor. Yarim daire |AC| ve |C'B| kenarlarina teget olduguna gore yar1 ¢emberin

cap1 ka¢ cm dir?

)
20

Coziim. Bu problemin ¢oziimiinii iki yolla yapabiliriz:

1)Agiortay teoremini kullanarak:

Oncelikle |AB| dogru parcasi tizerindeki yarim dairenin merkezine O, yarim dairenin
|AC| kenarma teget oldugu noktaya F, yarim dairenin |CB| kenarina teget oldugu
noktaya D diyelim ve |OE| ve |OD| dogru pargalarini gizelim.
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|CE| nin |CD| ye esit oldugu agiktir. Ayrica, yari gap olduklarindan, |OF]
ve |OD]| de birbirlerine esittir. Dolayisiyla ODC ve OEC ftiggenleri e tiggenlerdir. O
halde ACO ve BCO agilar da egittir. Bu durumda OC, BAC acisinin aglortaydir.

ABC figgeni i¢in aciortay teoremini yazarsak

|AC]  |AO|
|BC| — |BO|
11 JAO|
13~ 20— |AO|

olur. Buradan 13|AO| = 11(20 — |AO|) ve |AO| = 22 elde edilir.

Simdi de ABC iigenine kosiniis teoremini uygularsak 13> = 112 4202 — 2
11-20-cos A dan cos A = % elde edilir. Buradan da sin A = % olarak bulunur.

OFA fiiggeninde sin A = % oldugundan |OFE| = % . % = % olur.

Dolayisiyla yarim dairenin ¢api1 11 cm bulunur.

Z)Uggenin alani kullanarak:
Heron formiiliinden iiggenin alam 1/22(22 — 11)(22 — 13)(22 — 20) = 66 olarak bu-

lunur. Yarim dairenin yar1 ¢capina r dersek, AOC ti¢ggeninin alani 1%, BCO tiggeninin

alam da % olur.

11»  13r
:74—7

66
2 2

=12r

Buradan da r = % elde edilir. Dolayisiyla yarim dairenin ¢ap1 11 cm dir.

. |BC| =17, |AC| =3 ve m(@) = 30° olan bir ABC {i¢geninde |AB| kagtir ?

Coziim ABC iiggenini gekildeki gibi ¢izelim ve C' noktasindan AB kenarina inilen
dikmenin ayagina H diyelim. C' noktasinin H ye gore simetirigi D noktasi olsun.
AHC ve AHD figgenleri egtir.

B C

m(@) = 30° oldugu igin ACH acist 60 derecedir. Yani, ACD iiggeni egkenardir.
3
Dolayisiyla, |CH| = 3 |CD| = 3 dir. Pisagor teoreminden

AB| = |AH| + [HB| = \/|ACP — |CHP + \/|BCP — |CHP?
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e B Y Y L TN )

bulunur.

. Merkezi S ve yarigapt r = 2 olan bir ¢gemberde, 45° ac1 ile kesigen iki yaricap SA ve
SB verilsin. AB dogrusu ile AS dogrusunun S noktasindaki dikmesi K noktasinda
kesigsinler. AB.S iiggeninde B kogesinden inilen dikme AS kenarimi L noktasinda

kessin. SK BL yamugunun alanini bulunuz.

Coziim

BSL agis1 45° oldugu igin SLB tiggeni ikizkenar dik iiggendir.

BS yaricap1 2 oldugu icin |SL| = |BL| = /2 dir.

KSA tiggeni BLA tiggenine benzer oldugu igin % = % yazilabilir. Buradan
|KS| = +v/2(2 + v/2) bulunur.

Sonug olarak SK BL yamugunun alani = H(%ﬂ. |SL| = 3 + v/2 bulunur.

. m(m) = 90° olan bir ABC dik iiggeninin hipoteniisiiniin uzunlugu 10 cm, m(@) =
30°°dir. Uggenin iginde bir D noktasi, m(ﬁ)\C) =90° ve m(A/C'B) = m(@) ola-
cak gekildedir. AB kenariyla C'D dogrusunun kesistigi nokta ise E noktasidir. Bu

durumda |AFE| dogru pargasinin uzunlugu nedir?

Coziim.

B > C

ABC {iggeni bir 30°—60°—90° ii¢geni oldugundan | BC| = 1|AB| olur. m(A/CB) =
olsun. Bu durumda m(@) =90° — ¢ ve

m(CBD) = 180° — m(BDC) — m(DCB) = ¢
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bulunur. Simdi, m(A/C'B) = m(ﬁB\A) = ¢ oldugundan, 60° = m(ﬁB\A) = m(ﬁB\A)—i—
m(C/’B\D) = 2p yani ¢ = 30° olarak bulunur. Buradan da m(@) = 60° ve
m(E/C\B) = m(ﬁC\B) = 90° — ¢ = 60° oldugu i¢in, EBC ii¢geninin egkenar tiggen
oldugu goriiliir. Dolayisiyla, |[EB| = |BC| = |AB| ve |AE| = |AB| — |EB| =
3|AB| = 5 em/dir.

. ABCD Xkaresinin AB kenar iizerinde, |AE| = 3|EB| olacak sekilde bir E noktast,
D A kenar tizerinde ise, |AF| = 5|F D| olacak sekilde bir F' noktasi bulunmaktadir.
DE ve FC dogru parcalarimin kesistigi nokta K, DE ve BF dogru parcalarimin
kesigtigi nokta L, F'B ve EC dogru parcalarinin kesigtigi nokta ise M noktasi olsun.
Bu durumda FML ve DKC iiggenlerinin alanlarinin toplami p;, FLK ve M BC

tiggenlerinin alanlarimin toplami ps ise, py : po orani nedir?

Coziim. CKLM dortgeninin alanina p dersek, F'BC' ti¢geninin alani py + p olur.

E
B 1A
M
L
C- D

F BC iiggeninde BC' kenarini taban kabul eden yiikseklik ise AB oldugundan iiggenin
|AB|:|BC| __ |ABJ?
2 =2

alan1 ayni zamanda olarak yazilabilir. Buradan da,

_ [ABI

b2 5

denklemi bulunur.

Benzer sekilde DEC ii¢geninin alaninin py + p oldugunu gorebiliriz. Bu durumda da
|DC||CB| _ |AB|?
2 =2

oldugundan,

_|ABP

D1 5

denklemi bulunur. Dolayisiyla p; : p2 orani 1’dir.

. ABCD paralelkenarinda ADC' agisinin agiortayr BC kenarimi E noktasinda, AD ke-
narini dik kesen ve iki egit parcaya bolen dogru parcasini M noktasinda kesmektedir.

Eger AM ve BC dogrular1 F' noktasinda kesigiyorsa

(a) |DE| = [AF|
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(b) [AD[-[AB| = [DE|- |DM]|

oldugunu ispatlayimiz.

(a) AMD figgeninde AD kenarmin kenarortay1 bu kenar1 dik kestigi igin bu liggen
ikizkenardir ve |[AM | = |[M D| olur. O halde m(m) = m(m) 'dir. BC' ve
AD paralel dogru pargalar: oldugundan m(m) = m(m ) ve m(]\m) =
m(m ) 'dir. Buradan M EF {i¢geninin de ikizkenar oldugu bulunur. Yani
|EM| = |FM]| dir.

Buradan
|AF| = |AM|+ |[MF| = |DM|+ |ME| = |DE|

bulunur.
(b) m(m) = m(m) ve m(E/'DTC) = m(]\m) oldugundan M AD ve DEC

iiggenleri benzer tiggenlerdir. Buradan

\DE|  |DC|
|DA|  |DM|
|DA|-|DC| = |DM|-|DE|

elde edilir. |DC| = |BA| oldugundan |DA| - |BA| = |DM| - |DE| bulunur.

9. ABC 1iggeninde m(@) agisinin i¢ agiortayr AB’yi D noktasinda kesmektedir.
Eger ABC {iggeninin gevrel cemberinin merkezi ile BC'D iiggeninin igteget cemberinin
merkezleri ¢akigiksa |AC|? = |AD| - |AB| oldugunu gosteriniz.

Coziim.

A, B, C ve D koselerini O noktasiyla birlegtirelim. ABC ti¢geninin gevrel gemberinin
merkezi O oldugu i¢in |AO| = |BO| = |CO]| olur. Aymni nokta DCB ii¢geninin ig
teget cemberi oldugu i¢in de DO, BO ve CO agiortay olur.

|CO| = |BO| oldugundan m(@) = m(O/C'\B) olur. m(O/C\B) = z diyelim. O
halde m(@) = 2z, m(m) = z olacaktir. CO ve CD agiortaylar oldugundan
m(B/C'\D) = 2z ve m(ﬁ) = 4z olur. |AO| = |CO| oldugundan da m(O//E') =3z
dir. Buradan m(@) = 4z elde edilir.
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ACD ve ABC figgenlerinde Agi-Agi-Aci benzerligi vardir. Bu benzerlik kullanilarak
|AD|  |AC|
[AC| ~ |AB|
|AC|*> = |AD| - |AB|

bulunur.

10. Bir ABCD dortgeninde BC' ve DA kenarlarinin orta noktalar1 sirasiyla £ ve F
'dir. EDA ve FBC fiiggenlerinin alanlari toplaminin, ABC'D dortgeninin alanina

esit oldugunu gosteriniz.

Coziim:

C

DA kenar1 BDA, EDA ve CDA {iggenlerinin ortak tabani ve E, BC kenarinin orta

noktasi oldugu i¢in
1
Alan(EDA) = 5 (Alan(BDA) + Alan(CDA))
olur. Benzer sekilde

Alan(FBC) = = (Alan(ABC) + Alan(DBC))

1
2
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11.

12.

‘dir. Her iki esitligi de taraf tarafa toplarsak

1
Alan(EDA) + Alan(FBC) = 5 (Alan(BDA) + Alan(DBC') + Alan(CDA) + Alan(ABC))

1 1
= §Alan(ABCD) + §Alan(ABC’D)
= Alan(ABCD)

elde ederiz.
Bir ABC ii¢geninde, m(@) = 2m(A/C§) olduguna gore,

(a) |AC]> = |ABJ? +|AB| - | BC|
(b) |AB| + |BC| < 2|AC]

oldugunu kanitlayiniz.

|AB| _ |AM]
[BC] — [MC]?
|AB| - |AC|

|AB| + |BC|

Cozum. (a) [BM],376.jpg nin agiortay: olsun. Aci ortay teoreminden
|AM| |AB|
|AC|  |AB|+|BC|

dolayisiyla elde edilir ki bu da bize |[AM| =
verir.

A

B C

Ote yandan, m(m ) = m(@) oldugu i¢in, ABM ve ACB tiggenleri benzerdir.

|AB| |AM| |AB|?
= ——— da |[AM| =

[ac| = [ap) Y AME= e

AB|.|AC| _ |ABP

|AB| 4+ |BC|  |AC|

Buradan bulunur.

Simdi

esitligi diizenlenirse istenen sonug elde edilir.

(b) ABC iiggeninin ¢evrel ¢emberinin yarigapt R ve m(m) = « olmak {izere,

siniis teoremini kullanarak istenilen esitsizligi elde ederiz:

|AB|+|BC| = 2Rsin a+2Rsin 3a = 2R(sina+sin 3a) = 4R sin2acos a < 4R sin 2a = 2|AC|

P noktasi, kenar uzunlugu 10 olan bir egskenar tiggenin i¢ bolgesinde yer almaktadir.
P noktasinin iiggenin iki kenarina olan dik uzakliklari 1 ve 3 ise ii¢iincii kenara olan

uzaklig1 kagtir?

Coziim: Verilen tggen ABC iiggeni, P noktasinin AB,BC ve AC kenarlarina
izdiiglimleri de sirasiyla L,K ve R olsun. PL=1, PR = 3 alalim.
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Alan(ABC) = Alan(APB) + Alan(BPC) + Alan(CPA)
102 -3 10-1 10-|PK| 10-3
4 s T T
25V3 = 5+5|PK|+15

25v3—-20 = 5|PK]|
5V3-4 = |PK]|

13. Sekilde bir dikdortgen 3 kareye boliinmiigtiir. o + 3 = v oldugunu gosteriniz.

Coziim:Sekilden tan(a) = %, tan(B) = 3 ve tan(v) = 1 oldugu kolayca goriilebilir.

Buradan

tan(a+ B) =

tan(a) + tan(B) 5 =1 =tan(y)

N
1 —tan(a)tan(B) 1 3

.1
2

bulunur.

0<a<pB<y< Ve (0, g) araliginda tanjant fonksiyonu siirekli artan bir

fonksiyon oldugundan elde edilen tan(a + ) = tan(y) sonucu a + § = v oldugunu

gosterir.

14. C agis1 dik olan ABC' tiggeninde S, AB kenarinin orta noktasi, V ise AB kenarina
inilen yiiksekligin ayagidir. |SV| =1 ve |SC| = 2 ise ABC iiggeninin ag1 6lgiilerini
bulunuz.

Coziim:
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15.

16.

C

SV C dik tiggeninde |[SC| = 2|SV/| ’dir. O halde m(V/.S%') = 60° olur. S noktasi,
ABC iigganinin g¢evrel gemberinin merkezidir. Buradan SBC' iiggeninin ikizkenar
oldugu bulunur. m(S/B%') = $(180 — m(‘//@)) = 60°. Buradan da m(C/AE) =
180 — 90 — 60 = 30° elde edilir.

Bir ABC {iggeninin A, B ve C koselerinden inen dikmelerin uzunluklar: sirasiyla, 5,

4 ve 4 diir. |BC| kenarinin uzunlugunu bulunuz.

Coziim: Ucgenin ikizkenar ve esit kenarlarin |AB| = |AC| oldugu agiktir. Alan(ABC) =
S olsun. BC nin orta noktasi P olmak tizere |AP| - |BC| = S veya |BP| = %
yazilabilir. Benzer sekilde AB = % olur. ABP dik ii¢geni gbz oOniine alinarak
|AP|*|BP|?> = |AB|? esitliginden 25 + g—; = %2 bulunur. Buradan da S = % ve
|BC| = % elde edilir.

Kenar uzunlugu 2 olan bir ABCD karesinde AD ’nin orta noktasi £ ve C’ den BE

'ye inilen dikmenin ayagi F' dir. CDFEF dortgeninin alanimi bulunuz.

Co6ziim: BAE dik iicgeninde |BE| = /5 ’tic. CFB ve BAE fiicgenlerin ben-

B A
5

E

C D

V5
Dolayist ile, Alan(CDEF') = Alan(ABCD)Alan(BAE) — Alan(CFB) = 41% =1

olur.

2
zerliginden Alan(CFB) = ($2)° Alan(BAE) = (l) 12-1) = % elde edilir.
)
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17. Yiiksekliklerinden ikisi 5 ve 7 olan bir iiggenin iigiincii yiiksekliginin iist sinirini

bulunuz.

Coziim: Ucgenin kenar uzunluklarimi a, b ve ¢ ile gosterelim. Uzunlugu a ve b olan
kenarlara inilen dikmelerin uzunluklar: sirasiyla 5 ve 7, diger uzunluk da h olmak
tizere 5a = 7b = hc oldugundan ¢ = % ve g = % elde edilebilir. a < b+ c egitsizligini
2< g + 1 biciminde yazarsak % < % + 1 bulunur. Bu esitsizlik c¢oziilerek h < 17.5

bulunur.

18. Bir tiggenin kenarlari a, b, c ve gevrel ¢cemberinin yaricap uzunlugu R olsun. Eger

R= “b‘fzc ise iicgenin acilarini bulunuz.
Vb 1
Cozim. b+c > 2v/bc oldugundan ﬁ < 3 esitsizligini elde ederiz. Soruda verilen
c

esitligi kullanarak :

R _ Vbe 1
a = btec — 2

uzunlugu cevrel gemberinin ¢apindan biiyiik olamaz.).

yani a > 2R esitsizligini buluruz (bir tiggenin herhangi bir kenarinin

Yani a < 2Rdir ve buradan a = 2R oldugunu goriiriiz.

Elimizdeki R = +l’cc denklemindeki a yerine 2R koyarsak 1 = 26\-{{? denklemini elde

ederiz. Bu da (\/B — y/¢)?nin acilimdir. Buradan da b = ¢ bulmus oluruz. Eger

b= cve R = 5 ise bu iicgen ikiz kenar dik iiggendir.Yani {iggenin acilarim A = 90°

ve B = C = 45° olarak buluruz.

19. Tki merdiven, dar bir sokakta orantisiz bir X -gekli biciminde ¢aprazlama yerlestirilmistir.
Sokak duvarlar: zemine dik degil, fakat birbirlerine paraleldir. Zemin, diiz ve yataydir.
Her bir merdivenin tabani, kars1 duvara degecek gekilde yerlestirilmigtir. Uzun olan
merdivenin sokak duvarina degen iist kismi ile kisa olan merdivenin karsi duvara
degen st kismi arasindaki mesafe dikey olarak 5 m ’dir. Kisa olan merdivenin karsi
duvara degen st kismi ile de, iki merdivenin kesistikleri nokta arasindaki mesafe
dikey olarak 4 m ’dir. Merdivenlerin kesisim noktasinin yere olan yiiksekligi dikey

olarak ne kadardir?

Coziim. Agagidaki ardigik sekilleri dikkate alalim. Her birinde, sokak duvarlarinin

birbirine paralel olmasindan dolay1 ayni renkteki tiggenler benzerdir.
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20.

Benzer iicgenlerden, % = % ‘tiir. Bu yiizden h? = 36 'dur.
Uzunluk aradigimiz i¢in negatif kokii kullanilamayacagindan, iki merdivenin kesigtikleri

noktanin, yere olan dik yiiksekligi, h = 6 m’ dir.

ABC iiggeninde, D noktasi [AC| {izerinde olmak tizere [BD] ve E noktasi [AB]
tizerinde olmak tizere [C'E] dogru pargalar: ¢iziliyor. [BD] ve [CE] nin kesigim
noktast X, Alan(BXFE) = a, Alan(BXC) = b ve Alan(CXD) = c¢ olmak iizere
Alan(AEXD) yi a,b ve ¢ cinsinden bulunuz.

Coziim. Once AX dogru parcasm cizelim. A(AEX)=z ve A(AXD)=y olsun.
BXFE ve BXC fggenlerinin tabanlar1 sirasiyla EX ve XC alimirsa yiikseklikleri

- A

B

C

ayni olur. Dolayisiyla alanlari oram § = % olur. Aym sgekilde BXC ve CXD

tiggenlerinde tabanlar sirasiyla BX ve XD alinirsa bu iki liggenin alanlari orani,

% = %, AX B ve AX D iiggenlerinde de BX ve X D taban alindiginda alanlar orani

Z;‘“ = % = % olacaktir. Bu yolla AXFE ve AXC {iggenlerinden de ﬁ = % =7

elde edilir. Bu denklemlerde icler diglar ¢arpimi yapilirsa,

by = cz + ac (7)

bz = ay + ac (8)

bulunur. (7) esitligini b ile, (8) esitligini c ile carpip toplarsak b%y = acb + acy + ac?
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21.

22.

ac(b+c)
b2 —ac

olarak bulunur. AEX D dortgeninin alam ise z + y =

bulunur. y yi (7) ya da (8) esitliginde yerine yazarsak
ac(a+2b+c)
b%2—ac

elde edilir. Buradan y =

_ac(a+bd)

= e olur.

Kenar uzunluklar1 10, 17 ve 21 olan bir iiggenin icine bir kenar:1 {icgenin en uzun
kenarinda ve diger iki kosgesi ticgenin kisa kenarlar: tizerinde olacak sekilde bir kare

yerlegtiriliyor. Karenin kenar uzunlugunu bulunuz.

Coziim. Heron formuliinden, kenarlari a, b, ¢ olan tiggenin alaninin, s = (a+b+c)/2

olmak iizere, A = /s(s —a)(s — b)(s — ¢) oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, s =
(104+17+21)/2 = 24 ve A = 84 buluruz. En uzun kenara ait yiiksekligin uzunluguna
h dersek, A = 1/2-taban-yiikseklik alan formiiliinden, tiggenin alan1 A = 21h/2 = 84

bulunur ve buradan da A = & elde edilir.

17
10,

21

Karenin bir kenar uzunluguna d diyelim. Karenin tistiindeki iiggen ile en biiyiik ticgen
benzerdir. (Kiiglik {iggenin tabaninin, biiyiik iiggenin tabanima paralel olduguna
dikkat ediniz.) Benzer liggenlerdeki yiiksekliklerinin tabanlarina oranlarindan 8/21 =
(8 = d)/d = 8/d — 1 buluruz. Dolayisiyla, karenin kenar uzunlugu d = 168/29 dur.

m(m) = m(m) ve |AB| = |AD]| olacak sekilde bir digbikey ABC'D dortgeni
verilsin. A noktasindan C'B ve DB dogrularina gizilen dikmelerin kesigim nokta-
lar1 sirasiyla N ve K olmak iizere NK dogrusunun AC dogrusuna dik oldugunu

gosteriniz.

Coziim m(@) = m(A/D\B oldugundan dolay1 ABD tcgeni ikizkenardir. Dolayisiyla

m(A/CE) = m(@) dir. ANB ve AKB acilar1 90° olduklarindan ve AB gordiiklerinden

dolay1r ABN K bir kirigler dortgenidir. Buradan M noktasi AC ve NK nin kesigim
noktasi olmak iizere m(m) = m(@) = m(m) = m(m) = m(m@
esitlikleri bulunur. AM N {i¢genininden m(m) + m(m) + m(m) = 180°
yazilabilir. Buradan, m(ﬁ\/IT\T) = 180°—m(m\@—m(m) = 180°—m(@)—
m(@) = m(m) = 90° yazlabilir. Sonug olarak AC ve NK nin dikligi bu-

lunmusg olur.
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23. Bir ABCD karesinin BC ve C'D kenarlarindan K ve L noktalar: aliniyor. m(m) =
m(m) olduguna gore m(m) kagtir ?

Coziim. A kogesinden K L ye yiikseklik ¢izilsin. ABK ve AM K dik iiggenleri denktir
ve |AM| = |AB| = |AD| dir. Yani AML ve ADL iiggenleri de ayn1 zamanda benzer
dik iiggenlerdir.

m(KAL) = m(KAM) +m(LAM) = m(KAB) + m(LAD)
yani
2m(K AL) = m(KAM) +m(LAM) + m(K AB) + m(LAD) = 90°

olur. Dolayisiyla m(m) = 45° dir.

B A
K
M
C D
L

24. Kenarlari a, b ve ¢ olan bir dikiiggenin kenarlar1 geometrik bir dizi olusturduguna ve
abc = 1 olduguna gore a, b, ¢ yi bulunuz.

Co6ziim.Genelligi bozmadan a < b < ¢ oldugunu kabul edelim. Yani, a = g ve c = bq

dur. abe = 1 oldugu icin b3 = 1 yani b = 1 dir. Pisagor teoreminden (%)2 +1=¢°
2 V5+1
2

yani ¢* —¢> —1 = 0 dir. 22 — 2 — 1 denkleminin pozitif kokii oldugu icin

q:\/@ve%: @dir.
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25. ABC' dik tiggeninde AB hipoteniisiiniin orta noktast K olsun. M, BC kenari
tizerinde | BM| = 2| M C| olacak sekilde bir nokta ise m(m) = m(]\TK\C) oldugunu
gosteriniz.

Coziim: A’ AC kenar uzatilarak |A'C| = |AC| olacak sekilde bir nokta olsun ve

A

A’ AB fiiggenini olugturalim. |A'C| = |AC| ve BC LAA" oldugundan A’AB ii¢geni
ikizkenar iiggendir. Ayrica M bu licgenin agirlik merkezidir. K ’de BA 'nin orta
noktasi oldugu i¢in A, M ve K dogrusaldir. |A'C| = |AC| ve |AK| = |K B| oldugu
icin CK ve BA' paraleldir. Bu yiizden m(m) = m(@) = m(]\m) "dir.

26. Bir yamugun orta tabaninin uzunlugu 4 ve taban agilar1 40° ve 50° ’dir. Alt ve st

tabanin orta noktalarini birlestiren dogru parcasinin uzunlugu 1 ise taban uzunluk-

larini hesaplayiniz.

X

;\I
] /'K
L D
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27.

28.

ABQ tcgeni dik oldugu i¢in |AN| = |BN| = |QN| ve |DL| = |LC| = |QL| 'dir.

|AB| |CD|
S -2 = jeN - QI =N =1
g = 1ABLEIOD_

denklemleri ¢oziildiigiinde |AB| = 5, |CD| = 3 olarak bulunur.

ABC {iggeninin i¢ teget cemberi BC kenarma M, C'A kenarina N, AB kenarina ise
|DP|  |BD|
IDN| — |CD|
noktasi olduguna gére DM 1 PN oldugunu gosteriniz.

P noktalarinda tegettir. NP dogrusu tizerinde olmak tizere bir D

Coziim. |AP| = |AN| oldugundan m(ANP) = m(APN) yani m(NPB) = m(PNC)

olur.

Bu durumda BDP ve C'N D ii¢genleri benzer oldugundan ve m(ﬁ\f) = m(@)
ICD| |CN| |CM|

|BD|  |BP| |BM|
Dolayisiyla DM dogrusu BDC acisinin ag1 ortayidir ve bu nedenle NP1 M D olur.

oldugundan, oldugu goriiliir.

M noktasi, ABCD karesinin g¢evrel gemberindeki C'D yaylarindan kisa olaninin
iizerinde bir nokta olsun. P ve R noktalar sirasiyla AM dogrusuyla BD ve C'D
dogru pargalarinin kesigimlerini gostersin. Benzer sekilde, @) ve S noktalar1 da BM
dogrusu ile sirasiyla AC ve DC' dogru parcalarinin kesigim noktalar1 olsunlar. P.S

ve QR dogrularinin birbirlerine dik olduklarimi gosteriniz.

Coziim. O noktasi ile ABC'D karesinin merkezini gosterelim. M noktasi, cemberin
yukarida séylenen yayinin iizerinde oldugundan, AM B agisinin 6lgiisii merkezi AOB
agisinin (dik ag1) yarisi kadardir, yani 45°’dir. Bu agit ABC'D karesi i¢indeki BDC
agisiyla aynm oldugundan, PS parcast D noktasindan da M noktasindan da 45° ile
goriiliir. D ve M noktalariin her birisi PSS yar1 diizleminde olduklarindan, PSM D
dortgeni kirigler dértgenidir. Bu dértgenin DM S i¢ agis1 dik acidir (giinkii M nok-

tast BD gapimi gormektedir). Boylece DPS agisimin da dik oldugu bulunur. Yani
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PS 1 BD dir. Benzer gekilde, QR 1 AC oldugu da gosterilebilir. Boylece, AC 1L BD
oldugundan PS 1 QR olacaktir.

29. Boyutlar1 25x36x12 olan ve yerde en biiylik yiizlerinden birisi iizerinde duran bir
kutunun alt koselerinin birinde bulunan bir karinca, kutunun altindan ge¢cmeden,
kars1 caprazdaki alt koseye ulasmaya calismaktadir. Karincanin kullanabilecegi en

kisa yolun uzunlugu nedir?

Coziim. Karinca, yerle kutunun birlestigi yerden yiirtiyerek kutunun etrafin1 dolagabilir.
Bu yol 254+36=61 birim uzunlugundadir. Kutunun iizerinden gecerse izleyebilecegi

4 yol vardir. Bu yollar1 kutuyu acgarak gosterirsek agagidaki sekli elde ederiz:

36
A
12 /
B
25
D / :
C

Pisagor teoremini kullanarak bu yollarin uzunluklarini

|AD| = /(36 +12)2 + (25 + 12)2 = /3673

IBD| = +/(12+ 36+ 12)7252 = /4225

|AC| = /362 + (124 25 +12)2 = /3697

2
IBC| = /(364 12)2 + (124 25) = V3673

olarak buluruz. Bu dort yoldan en kisasi v/3673 ~ 60.6 birim olarak bulunur. Bu
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30.

31.

mesafe ilk buldugumuz 61 birimden de kisa oldugu ic¢in karincanin kullanabilecegi

en kisa mesafedir.

Merkezleri O ve P olan iki tane daire alalim. Her bir dairenin merkezinden, diger
dairenin cevresine iki tane teget cizelim. O merkezli daireden cizilen tegetler, O
merkezli daireyi A ve B noktalarinda; P merkezli daireden cizilen tegetler de, P
merkezli daireyi C ve D noktalarinda kessin. AB ve CD kiriglerinin esit uzunlukta

olduklarini gésteriniz.

Co6ziim. |OR| = r; ve |PS| = ry olsun. OP,
seklin bir simetri ekseni oldugu igin E nok-
tasi, AB kirisinin; F' noktasi da, C'D kiriginin
orta noktasidir. Ayrica; simetriden dolay,
AB ve CD, OP ile dik kesigirler. OS ve PR
teget olduklar: i¢cin, ORP ve PSO agcilari, dik

acilardir.

OF A ve OPS iiggenlerinin bir acilar1 ortaktir ve her ikiside bir dik ag1 igermektedir.
Bu yiizden, bu iki tiggen benzerdir. Dolayisiyla, |AE|/|OA| = |PS|/|OP| ’dir.
|OA| = ry ve |PS| = ry oldugu i¢in, |[AE| = r1r2/|OP| olur. Bu yiizden, |[AB| =
2r1r2/|OP| 'dir.

Benzer sekilde, simetriden dolay1 |CD| = 2rire/|OP| 'dir. (PFC ve PRO benzer

ticgenlerdir)

Sonug olarak, AB ve CD kiriglerinin uzunluklar1 birbirine esit olur.

Bir ABCD doértgeninde, Alan(ABC) < Alan(BCD) < Alan(CDA) < Alan(DAB)
ise ABCD nin bir yamuk oldugunu kanitlayiniz.

Coziim. [AC| ve [BD] kosegenlerinin kesigim noktast O olsun. Alan(ABC) <
Alan(BCD) oldugu igin

Alan(AOB) + Alan(BOC) < Alan(BOC') + Alan(DOC)
buradan da
Alan(AOB) < Alan(DOC) 9)
elde edilir. Benzer sekilde, Alan(CDA) < Alan(DAB) esitsizliginden

Alan(DOC) < Alan(AOB) (10)
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32.

33.

ve, (9) ve (10) den

Alan(DOC) = Alan(AOB) (11)

oldugunu goriiriiz. (11) {in her tarafina Alan(BOC) eklersek, Alan(BCD) = Alan(ABC)

elde ederiz. Simdi, ABC ve BCD ii¢genlerinde, [BC| kenarlar1 ortak ve alanlar: esit
oldugu ic¢in, A ve D koselerinden cizilen yiiksekliklerin uzunluklar egittir. Bu da
bize [AD] ve [BC| nin paralel oldugunu, dolayisiyla ABC' D nin bir yamuk oldugunu

gosterir.

Kogegenlerin kesigimi O olan ABCD paralelkenarinda, M ve N noktalari sirasiyla
[BO] ve [CD] nin orta noktalar1 olsunlar. ABC ve AMN {iggenleri benzer ise,
ABCD nin bir kare oldugunu kanitlayiniz.

Coziim. AMN ve ABC fiiggenlerinin benz-

erliginden
|AM|  |AN| (1)
|AB|  |AC|

elde edilir. Dolayisiyla,

m(MAN) = m(BAC) ve m(BAM) = m(CAN)

(2)
olur. (1) ve (2) den BAM ve CAN iicgenlerinin

benzer oldugunu goriiriiz. Buradan,

|AM| |AB| |BM]|
|AN| ~ |AC| |CN|

ve m(A/B]\W ) = m(A/C']\V) elde edilir. Dolayisiyla A, B, C, D noktalar1 merkezi O
olan bir ¢cember tizerindedir, ve ABCD bir dikdortgendir.

Simdi, |BM| = {|BD| = 1|AC| ve |CN| = 3|AB| oldugunu buluruz. Dolayisiyla, (3)
teki ikinci esitlik bize % = 2‘[353" verir ve buradan 2| AB|? = |AC|? = |AB|?*+|BC|?
elde ederiz ki bu da ABC'D nin kare oldugunu gosterir.

Bir diizgiin dokuzgenin en uzun kosegeninin uzunlugunun, en kisa kogegeni ile bir

kenarmin uzunluklar: toplamina esit oldugunu gosteriniz.

Coziim. Bir diizgiin dokuzgeni ABCDFEFGHI ile gosterelim. DE ve HG kenarlari
X noktasinda kesigsinler. Simetriden dolay1 AC' = EG ve AF = DH olmaldir. Agk
bir sekilde, EG ve DH dogru pargalar1 AB kenarina paraleldir.
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BC' dogru pargast AB kenariyla 40° lik ac1 yaptigindan, C'D kenar1 AB ile 80° lik
ve DE kenar1 da AB ile 120° lik ag1 yapar. Yani, m(@() = 60° ve m(@) =
60° dir. Dolaywsiyla XHD ve XGFE iiggenleri egkenar {icgenlerdir. DH = DX ve
EG = EX dir. Buradan da DX = DE + EX ve DH = DE + EG bulunur.

34. Kenarlar1 20 ve 15 olan bir ABC' D dikdortgeni verilsin. Merkezi A noktasinda olan
bir gember C' kogesinden gegiyor. BD dogru pargasini igeren kirigin uzunlugunu

bulunuz.

Coziim

T, EF nin orta noktasi olsun. AT, EF ye diktir yani AT, BAD fti¢geninin yiiksekligidir.

Pisagor teoreminden dolay:
|BD|> = |AD|? + |AB|?

|BDJ? = 20 + 15

|BD| = 25 dir.
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35.

36.

BAD fic¢geninin alamim iki sekilde hesaplarsak:

|AD||AB| B |BD| |AT)|
2 o 2

15.20  25.|AT)|
2 2

|AT| = 12

bulunur. AFE yaricap oldugu icin AFE uzunlugu AC uzunluguna esittir. ATE

iicgenine Pisagor Teoremi uygularsak:
|AC|? = |AE|)? = |AT|* + |TE)?

252 =122 + |TE|?
ITE* = 481
ITE| = V481
olur. EF uzunlugu TF nin iki kat1 oldugu icin, | EF| = 21/481 olarak bulunur.

Yar1 cap1 7 olan bir cemberle cevrelenmis ve alam 372 olan diizgiin cokgenin kenar

sayis1 nedir?

Coziim. Oncelikle diizgiin cokgenin n kenarl oldugunu diigiinelim. Simdi ¢okgeni,

tabani ¢okgenin bir kenari, diger kollariysa cokgeni cevreleyen gemberin yari capi

olacak sekilde eg tliggenlere ayiralim. Bu tiir her {icgenin tepe agisi 27” olacaktir.
Dolayisiyla her bir iiggenin alani % .72 . sin 27”, ve n-gen’in alani da & - r? - sin 2%
2 2

olur. Buradan 3-r2 = % -2 . sin
6 _ 27
» = sin 7

=% denklemi elde edilir. Bu denklemi diizenlersek,
yani n = 12 buluruz. Burada dikkat edilecek husus sadece onikigenin
bu 6zelligi saglamasidir, ¢linkii ayni cemberin icine cizilecek olan bagka bir diizgiin

cokgenin alani kenar sayisiyla dogru orantili olarak istenen degerden farkli olacaktir.

ABC dar agili iiggeninin gevrel gemberinin merkezi O olsun. O; ise AB kenarini iki
esit parcaya ayiran ve O noktasindan gegen dogrunun tizerinde, O noktasina gore
AB kenarmin diger tarafinda kalan bir nokta olsun. Merkezi Oq, yari capr AOq
olan ¢embere K, C'A ve CB dogrularinin K ile kesigtigi noktalara ise sirasiyla Ay ve
B; diyelim. Bu durumda A; B ve AB; dogrulart ABC ii¢geninin g¢evrel ¢emberinin

iizerinde kesistiginde AO,BO dortgeninin bir kirigler dértgeni oldugunu gosteriniz.

Coziim. A B ve AB; dogrular1 ABC iiggeninin ¢evrel gemberinin iizerinde kesigtigi

noktaya D noktasi diyelim ve m(@l) = a olsun. Bu durumda m(m) = 180°—

m(m) = 180° — « olur. Burada A, C, B ve D noktalar1 bir ¢gember iizerindeki

noktalar olduklar1 igin, m(@) = 180° — m(@) = « olur. Simdi A AB,
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37.

ve A@l acilar1 K cemberi tlizerinde A1B; yayma baktiklar igin esit acilardir.
Dolayisiyla 180° — o = m(A@l) = m(m) = «a yani a = 90° olur.

Simdi m(@) = ~, ve dolayisiyla m(A/OE) = 2m(@) = 2v olsun. Ancak diger
taraftan m(AB1C) = 180° — m(B1AC) — m(ACB;) = 180° — 90° — y = 90° — ~
oldugundan, m(m) = 2m(A/B-1\B) = 2m(A/BY§’) = 2(90° — v) = 180° — 2 olur.

Bunlarin 1s181nda
m(AOB) + m(BO1A) = 2y + (180° — 2) = 180°

oldugundan AOBO; doértgeni bir kirigler dértgenidir.

P noktas1 bir gember tizerinde, ) noktasi bir dogru iizerinde sabit; R noktasi ise
P noktasinin bulundugu ¢ember iizerinde (P, @, R bir dogru iizerinde olmayacak
sekilde) degigken bir noktadir. P, @ ve R noktalarindan gegen ¢cember, () noktasinin
bulundugu dogruyu tekrar V noktasinda kestigine gore, V R dogrusunun bir sabit

noktadan gectigini gosteriniz.

Coziim. P(Q dogrusunun cemberi kestigi diger noktaya X, QV dogrusuna paralel
olan ve X noktasindan gecen dogrunun gemberi kestigi diger noktaya ise W nok-
tast diyelim. Bu durumda W g¢ember iizerindeki bir sabit nokta olur. Simdi W

noktasinin, RV dogrusu iizerinde oldugunu gosterelim.

PQV R kirigler dortgeni oldugu igin m(@) = 180° — m(f@?)’dir. Aym gekilde
PXWR Kkirigler dortgeni oldugu icin, m(P/RW/) = 180° — m(m)’dir. Ayrica
XW//QV oldugu igin, m(m/ ) = m(f@?) oldugunu da biliyoruz. Bu durumda
denklemleri beraber inceledigimizde m(m ) = m(ﬁ) oldugu kolayca goriiliir.
Dolayisiyla R, W ve V noktalar1 ayni dogru iizerindedir. (Burada R noktasinin
PQ dogrusunun hangi tarafinda olduguna gore degisik sekiller olabilir ancak her

durumda yukaridaki gibi bir argiiman kullanilabilir.)
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38. ABCD, bir kirigler dortgeni olsun. AC kogegeni DAB agisinin agiortayidir. AD
CA| < |DE| =

kenar1, D kosesinden ug noktasi E olacak sekilde uzatiliyor. |CE| =
|AB| oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: ABCD Kkirigler dortgenininde m(ﬁ/@) = m(m) oldugundan ve esit
acilarin gordiikleri kirig uzunluklarinin da ayni olacagindan | BC| = |C'D| dir. m(ﬁ’) =

A

180 — m(@) = m(@) oldugundan C' DF {i¢genini C' kogesi donme noktasi ola-
cak, ve B ve D noktalar ¢akigsacak sekilde dondiirdiigiimiizde m(@) = m(@)
oldugundan E noktasi BA dogrusu lizerinde yer alacaktir. Bu noktaya E’ adi vere-
lim. Déndiirme, uzakliklar koruyacagindan |CE| = |CE’| olur. Bu ise E/ = A
olmasimi gerektirir. Ayrica E' = A olmasi da |CE| = |C'A| oldugunu gosterir.

E' = A& |CE|=|CA|

Aym gekilde |DE| = |BE'| olmas: i¢in de A = E’ olmas1 ve |[DE| = |BE'| olmasi da
|DE| = |BE'| olmasin gerektirir.

A=E' < |DE| = |BE|
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39.

Bu iki kosgullu ifadeyi birlestirdigimizde
|CE| = |CA| & |DE| = |BE'|

sonucu elde edilir.

Alan1 7 olan bir ABC' egkenar liggeninde M ve N noktalar: sirasiyla AB ve AC
iizerinde bulunan ve AN = BM kogulunu saglayan noktalar olsun. O = BN N CM

olmak tizere, BOC fii¢geninin alani 2 olsun.
a) MB:AB=1:3veya MB: AB = 2 : 3 oldugunu ispatlayimniz.

b) AOB agismin 6l¢iisiinii bulunuz.

Coziim. a) % = z olsun.

Bu durumda A(ABN) = Tz = A(BMC) , A(BOM) = 7x — 2 ve A(AMON) =
A(BOC) = 2 olur.

Ayrica, A(CON) = 7—2—-2—(Tz—2) = 5Tz , A(ANO) = £ . A(CNO) = 26
ve A(AMO) = =2 . A(BOM) = L=2(72 — 2) bulunur.

Buradan, A(AMON) = A(ANO) + A(AMO) ifadelerini yerlerine yazarsak,

2:x(5—7m)+1—x

-2
1—z x (7:3 )

bulunur. Yani 922 — 92 + 2 = 0 ve buradan da = = % ve ya xr = % elde edilir.

b) ABN ve BMC figgenleri benzer ti¢genler olduklar i¢in
m(BOM) = m(BCM) + m(CBO) = m(MBO) + m(CBO) = 60°

dir. Dahast, m(MAN) +m(MON) = 180° oldugu icin AMON dértgeni bir kirigler

dortgenidir.

%:% olsun. Yani, AM = 2BM = 2AN olsun. AM kenarinin ortanoktasina () der-

sek, AQN ftiggeni ikizkenar olur ve m(A/Q]\V) = 60° olur. Dolaysiyla AQN egkenar
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40.

41.

iiggendir. Bundan dolay1 Q, AMQN doértgeninin cevrel cemberinin merkezidir ve
m(m) = m(m/[) = 90° dir. Dolayisiyla m(m) = 150° dir. Benzer sekilde,
eger AB = 2 ise yani 2AM = MB = AN ise m(AMN) = m(AON) = 90° dir. Yani
m(AOB) = 90° dir.

Bir ABC iiggeninde a, b ve ¢ sirasiyla A, B ve C kogelerinin karsisindaki kenarlarin
uzunluklar1 ve r;, ABC {i¢geninin igteget gemberinin yar1 ¢api olmak tizere ve 6(a +
b+ c)r? = abc esitligini saglamaktadirlar. M, ABC iicgeninin icteget cemberinin
iizerinde bir nokta ve D, E, F' siras1 ile bu noktanin BC, AC ve AB kenarlarina
izdiigimleridir.

Alan(ABC) = S ve Alan(DEF) = S ise % kesirinin alacagi en biiyiik ve en kiiciik

degerleri bulunuz.

Coziim: ABC iiggeninin yari gevresi p ve gevrel gemberinin yaricapr R olmak tlizere
abc = 4RS ve S = pr ile, verilen 6(a + b+ c)r? = abc esitlikleri kullamlarak R = 3r
elde edilir. O noktasi cevrel ¢cemberin merkezi ve I noktasi ABC ii¢geninin icteget
cemberinin merkezi olsun. Euler’in [IO*> = R(R — 2r) esitliginde R = 3r yazarsak
|10| = r+/3 bulunur. Dolayisiyla [IO| > r olur ve O noktasi icteget cemberin diginda
yer alir.

K ve L noktalar1, K noktasi O noktasina daha yakin olacak sekilde /O dogrusunun
igteget cemberi ile kesigtigi noktalar olsun. O halde

IOK| < |OM| < |OL| < R

"dir.
S R - oM

S 4R?

oldugundan

5-2v3 |R*—|OLP| _ 5 _ |R*—|OKP’| 5+2V3
36  4R2 8§ © 4R? 36

elde edilir.

Bir ABC' {iggeninin alanim esit alanh ABM, BCM ve MC'A ti¢genlerine bolen M

noktasinin agirlik merkezi oldugunu ispatlayiniz.
Coziim. Ispat icin ABM ve BCM esit alanh ticgenler oldugunda M noktasimn B

den cizilen kenarortay tlizerinde oldugunu gostermek yeterlidir.

A ve C noktalarimin BM kenarma dik izdiigiim noktalar1 K ve H olmak iizere BM

430



42.

43.

ile AC' nin kesigim noktasi L olsun. Bu durumda

IBM]| . |AK| |BM|.|CH|
f = SABM = SBCM = f

dir. Yani |AK| = |CH| dir. Eger AC, BM kenarma dik degilse K ve H nokta-
larindan biri ABC ii¢geninin iginde digeri ise diginda kalir. Dolayisiyla m(A/I-(\L) =
90° = m(C’/fE) ve m(A/L?) = m(ﬁ) olur. Yani AKL ve CHL fticgenleri estir.
Dolayisiyla |[AL| = |LC| dir ve BL kenarortaydir. Eger AC, BM kenarma dik ise
K, L ve H noktalar1 ¢akigik olur. Bu durumda da yine BL kenarortaydir.

~ ~

Bir ABC ii¢geninde m(B) = 2.m(C) ve A acisinn agiortayr BC' kenarmi D nok-

-~

tasinda kesmek tizere |AB| = |CD| ise m(A) kagtir?

~ -~

Coztm.|AB| = |CD| = a, m(C) = a ve m(A) = 23 olmak tizere m(@) =
m(B//E) = 3, m(B) = 2a ve m(B/D\A) =a+ f dir.

A
s\

20

D a

sina  |AD|  sin2a
sinB  a  sin(a+ )
bulunur. Buradan yarim ag1 ve toplam formiilleri kullanarak 2sinfcosa = sin(a+3)

ACD ve ABD iiggenlerine siniis kuralimi uygularsak

ve tana = tan egitlikleri bulunur. Ayrica 0 < a, 3 < 90° oldugu igin « = ( dur.

-~

180° = 23+ 2a+ a oldugu i¢in § = 36° dir. Sonug olarak m(A) = 23 = 72° bulunur.

ABCD eskenar dortgen ve m(@) = 60° olsun. K ve L noktalar1t AD ve DC ke-

narlar1 tizerinde noktalar ve M noktas1 K DL M paralel kenar olusturacak sekilde AC

kosegeni tizerinde bir nokta olsun. BK L {icgeninin eskenar oldugunu ispatlayiniz.
431



44.

Coziim. ABCD egkenar dortgeni ABD ve BCD olmak {izere iki tane egkenar
tiggen igerir. Eger |KD| = |LC| oldugu gosterilirse K BD ve LBC {tiggenleri benzer
iicgenler, | K B| = |LB| ve m(K BD) = m(LBC) olur. Yani, m(KBL) = m(DBC) =
60° ve BK 'L {icgeni eskenar tiggen olur.

LM, AD ye paralel ve m(m\C') = m(@) = m(D/C'\A) = m(m) dir. Dolayisiyla
M LC ikizkenar tiggendir; yani |[LC| = |LM| = |KD| dir.

ABC dik ti¢geninde D ve E siras1 ile AB ve BC' dik kenarlar iizerinde m(@) =
30° ve m(gl-)\C') = 45° olacak sekilde noktalar, F'ise AE ve C'D dogrularinin kegisim
noktasidir. |AE| = +/3, |CD| = /2 olduguna gore, F noktasimin AB kenarma olan
uzakligini bulunuz.

Coziim:

XHYE

F noktasmin AB kenarina olan izdigiimi G, CB kenarmna olan izdiisimi de H
olsun. |FG| = |[HB| = z ve |HE| = y diyelim. m(Iﬁ) = 30° oldugundan
\FH| = 3|EH| = /3y 'dir. |AE| = v/3 ve m(BAE) = m(HFE) = 30° oldugu icin
|BE|=x+y = ? (*) bulunur. |DC| = /2 ve m(@) = 45° bilgileri kullanilarak
da |[DB| = DG| + |GB| = 1, ve buradan da z + yv/3 = 1 (**) elde edilir. (**)
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esitliginde, (*) esitliginden elde edilen y = @ — z kullanmilirsa

x+y\/§ =1
1

2(v/3 1)
bulunur.

45. ABCD yamugunda AB tabaninin orta noktast M ’dir. E, AC kosegeni iizerinde,
BC ve ME, F noktasinda; DE ve AB, H noktasinda kesigecek gekilde secilmig bir
noktadir. F'D ve AB, G noktasinda kesigiyor ise M noktasinin G H nin orta noktasi

oldugunu gosteriniz.

Cozium:

CD ve EF dogrularmin kesisim noktasma N diyelim. DC||GB ve M, N, F' dogrular

dogrusal oldugundan
|GM|  |DN|

IMB| — |NC|
olur. AH||DC ve M, E, N noktalar1 dogrusal oldugu igin de

|AM|  |NC]
[MH| ~ |DN]
olur. Buradan
|GM| |AM|
IMB| |MH|
elde edilir. |[AM| = |M B| oldugundan |GM| = |M H| bulunur.
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46. P,, cevrel cember yaricapi 1 olan bir diizgiin ¢cokgendir. P, nin alanininin ¢evresine

oraninin 0.25 den biiyilik oldugu en kiigiik n degerini bulunuz.

Co6zium:
1 . ™ T
Alan(P,) = n <2> 2sin (ﬁ) cos (ﬁ)
Cevre(P,) = n(2sin (E))
n
Alan(P,) 1 T
Geretry — 2 ()
%{Si,ﬁ)) orani 0.25 'ten biiyiik olmasi icin
1 v
5 €08 <n) > 0.25

coSs (E) > 0.5
n

cos (%) = % oldugundan ve cos (%), n arttikca arttigindan en kiiclik n degeri 4 ’tiir.
47. Herhangi bir licgen kendisi ile benzer olan

(a) 2002
(b) 2003

iiggene boliinebilir mi?

Coziim: Herhangi bir n tamsayisi icin herhangi bir iicgen kendisi ile benzer olan n?

iicgene boliinebilir. O halde bir iicgen 452 = 2025 iicgene béliinebilir. Benzer sekilde

n? benzer iicgen de, birlestirilerek bu iicgenlere benzer olan bir iicgen olusturulabilir.

(a) Bir iiggen 452 = 2025 benzer iicgene boliinebilir. Olusturulan kiiciik iicgenlerin
4% = 16 tanesi ve 32 = 9 tanesi ayr1 ayr1 birlestirildiginde {icgen sayis1 olusan
yeni iki iiggenle birlikte 16 — 1 + 9 — 1 = 23 azalir. Geriye 2025 — 23 = 2002
benzer tliggen kalir.

(b) 2025 benzer iicgenden 2 defa 22 = 4 iicgen ve 2 defa 32 = 9 iicgen ayr1 ayr1
birlegtirildiginde tiggen sayis1 2(4—1)+2(9—1) = 22 azalir. Geriye 2025—22 =
2003 benzer iiggen kalir.

48. ABC ii¢geninin i¢inde bir M noktasi olsun. Bu tiggende m(@) =70°, m(A/B\C’) =
80°, m(m/[) = 10° ve m(m) = 20° olduguna gore |AB| = |MC| oldugunu

gosteriniz.
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49.

Coziim. ABC iiggeninin gevrel gemberinin merkezi O noktasi olsun. ABC' dar agili

bir iiggen oldugu i¢in O noktasi liggenin i¢indedir.

Bu durumda m(A/O\C) = Zm(fB\C) = 160° oldugundan m(A/C\O) =10°, m(@) =
2m(§@) = 140° oldugundan m(C’/B\O) = 20° olur. Dolayisiyla O = M ve
dolayisiyla |MA| = |MB| = |MC| oldugu goriiliir. Bu durumda m(@) = 80° —
20° = 60° oldugundan ABM iicgeni eskenar liggendir. Yani |[AB| = |MB| = |[MC|
oldugu goriliir.

ABCD dértgeni m(@) = m(B/D\C') = 36°, m(@) = 18° ve m(@) = 72°
olmak {izere bir digbiikey dortgendir. AC' ve BD kogegenlerinin kesistigi nokta P

olduguna gore APD acisinin Olciisiinti bulunuz.

Birinci Coéziim. DA ve BA dogrular tizerinde |AC| = |AE| = |AZ| olacak sekilde

\

4

435

FE ve Z noktalar: olsun.




50.

DAC)

Bu durumda m(ﬁ@) = m(2 =18 = m(C/'BT?) oldugundan DEBC dértgeni

—_— m\
bir kirigler dortgenidir. Benzer gekilde m(AZC) = m(20)

CBZD dortgeni de bir kirigler dortgenidir.

= 36° oldugundan

Dolayisiyla BOCDZE besgeninin kogeleri A merkezli ¢gemberin iizerindedir. Yani
|AC| = |AD| ve m(m) = m(m) = w = 72° olur ve bunlarin sonu-
cunda m(ﬁ) = 36° ve m(@) = 108° olarak bulunur.

ikinci Coziim. Asagidaki resimde de goriilebilecegi gibi BB; ve DD; dogrulari

sirasiyla D/Ba ve B/D\Cl acilarinin ag1 ortaylaridir.

Dolayisiyla C' noktasi BDC' {iggeninin i¢ teget ¢gemberinin merkezidir. Bu durumda

— —_— _ 20 ].440
m(DCLA) = m(ACLB) = 36°, m(DPA) — 7% — 108°

oldugu acikga goriiliir.

A ve B koselerinden gizilen kenarortaylarin dik kesistigi bir ABC' iiggeninde en kisa

kenarin AB oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: A ve B kogelerinden cizilen kenarortaylarin kesigtigi nokta M, C' kogesinden
gizilen kenarortaymm AB kenarimi kestigi nokta F olsun. Bu durumda F, ABM
dik iiggeninin hipoteniisiiniin orta noktasi, dolayisiyla da ABM fi¢geninin cevrel
¢emberinin merkezidir. Bu da |AB| = 2|F M| oldugunu gosterir. M, CF kenaror-
tayim 2 : 1 oraminda boldugii igin |AB| = |CM| olur. AMC {iggeninin en biiyik
agisi, bir genig ag1 olan, AMC dir. O halde |AC| bu tiggenin en uzun kenaridir.
Buradan |AC| > |MC| = |AB| oldugu sonucu ¢ikar. Benzer sekilde |BC| > |AB|

oldugu da ispatlanabilir.
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52.

m(ﬁE\C') = m(DQAC) = 18° = m(C/’B\D) ‘dir. Buradan, A noktasi merkez ol-

mak tlizere, DEBC dortgeninin koselerinin bir gember iizerine yerlestirilebilecegi

(gembersel oldugu) sonucu gikar.

ABC {iggeninde AB kenarinin orta noktast M ve ABC agisinin agiortayinin AC
kenari ile kesigtigi nokta D olsun. M D1 BD ise, |AB| = 3|BC| oldugunu gosteriniz.

Coziim: AC kenarmin orta noktasina N diyelim ve bu noktayr M noktasi ile

birlegtirelim. B kosesi ile D noktasini da birlegtirelim.

ﬂ
M N E
%
B C

M N dogru pargas1 BC kenarina paralel olacaktir. M N ile BD nin kesistigi noktaya
P derseck MBP iicgeni ikizkenar ve |BD| = |DP| olur. Ayrica NDP ve CDB
tiggenleri eg tiggenlerdir. Dolayisiyla |ND| = |DC| ve |AN|=2 birim, |[ND| = |DC| =

1 birim oldugu elde edilir. BD agiortay oldugu i¢in 3 = % = \% bulunur.

Bir ABC'D dortgenininde m(@) = 45°, m(@) = 30° ve m(@) = m(@) =

15° olduguna gore DBC' agisimin degeri nedir?

Coziim. CD kenan iizerinde, m(m) = 30° olacak sekilde bir K noktasi olsun.

Bu durumda AKC iiggeni m(CTﬁlT() = m(A/ﬁ( ) = 30° oldugundan, bir ikizkenar
iiggen olur. Ayrica soruda verildigi iizere ABC tiggeni de ikizkenar oldugundan,
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53.

K B1AC olur ve dolayistyla m(/TK\B) = m(if(\C) = 60° ve m(m) = 60° oldugu

goriiliir. Bunlarin diginda,

m(BAC) + m(CAD) + m(BKA) + m(AK D)
= 15° +45° + 60° + 60°
= 180°

m(BAD) + m(BKD)

oldugu icin A, B, K ve D noktalar1 bir cember tizerindedir. Dolayisiyla m(D/BT( ) =

m(m?( ) = 45° — 30° = 15° oldugunu goriir ve buradan da sonucu yani
m(DBC) = m(DBK)+m(KBC) = 15°+(90° —m(BCA)) = 15°+(90° —15°) = 90°

degerini buluruz.

Bir dik tiggenin gevrel cemberinin yarigapt R, i¢ teget ¢cemberinin yaricapi r olmak
uzere

R>r(14+V2)
oldugunu gosteriniz.

Birinci C6ziim. Bir dik iicgende c = 2R ve (a—r)+(b—r) =c¢, yani a+b = c+2r
oldugu agiktir.

B
C
a-r
’ Kr A
cr b-r

Bu durumda (a—b)? > 0 oldugundan, 2(a?+b%) > (a+b)?, yani v/2¢ > a+b oldugu

goriiliir. Son esitsizligi ve a + b = ¢ + 2r denklemini birlestirerek,
c+2r < \/5(:, yani 2R+ 2r < 2V2R

elde edilir.
Dolayisiyla (v/2 — 1)R > r, yani R > (1 + v/2)r oldugu goriiliir.

ikinci Coziim. Bu iicgende i¢ teget cemberin merkezi S, cevrel cemberin merkezi O,
hipoteniisle i¢ teget gemberin kesistigi nokta N, dik aginin ag1 ortayinin hipoteniisle

kesistigi nokta ise D noktasi olsun.
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54.

55.

Bu durumda,
r(V241) =rvV2+7r=|CS|+|SN| < |CS|+|SD| = |CD| <|CO| = R

oldugu goriiliir. Burada dikkat edilecek husus a = b durumunda D ve N nokta-
lariin ¢akigik olacagidir. Ancak bu durumda yukaridaki ifadenin egitlik durumunun

saglandigi kolayca goriilebilir.

|AC| = 6, |BC| = 2 ve m(A/CE) = 120° olan bir ABC ficgeninin ACB acismm
ag1 ortayr AB kenariyla D noktasinda kesigiyor. Bu durumda C'D dogru pargasinin

uzunlugunu bulunuz.

Coziim. AC dogrusu iizerinde bir E noktasi, C' noktas1 A ve E noktalar1 arasinda
kalacak ve |C'E| = |CB]| olacak sekilde olsun.

B

120°

Bu durumda FC B tiggeni bir egkenar tiggen ve BE//DC oldugu goriiliir. Dolayisiyla
ACD ve AEB iiggenleri benzer iiggenler olacagindan,

|ICD|  |EB]|

3
= cp| =2
ac] ~ jag ~¢Pl=3

elde edilir.

R cevrel cemberin yarigapt olmak iizere, R(b + ¢) = av/bc kosulunu saglayan ABC

tiggenini bulunuz.

Coziim. Bir gemberde cap herhangi bir kirigden daha kisa degildir, dolayisiyla 2R >
a olur. AO — GO esitsizliginden %3¢ > v/be elde edilir. Dolayisiyla R(b + ¢) > avbe
olur. Esitlik a = 2R ve b = ¢ oldugu zaman saglanir. Bu kogullar1 saglayan iiggen,

bir ikizkenar dik ticgendir.
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56. Bir kenar1 « olan ABC' egkenar tiggeninin digina m(@) = 90° olan AC'D ikizkenar

iiggeni ciziliyor. Burada DA ve C'B kenarlar1 E noktasinda kesigtigine gore agagidaki
sorular1 yanitlayiniz.

(a) DBC agisinin 6l¢listini bulunuz.
(b) CDE ftiggeninin alanini « cinsinden bulunuz.
(¢) BD dogru pargasinin uzunlugunu « cinsinden bulunuz.

Cozim.
(a) |AB| = |AD| = « oldugundan, ABD iiggeni ikizkenar ti¢gendir ve

. 180° — o o
m(ABD) = 80 (620 +90°)

=15°

olur.

B

Dolayisiyla m(@) = m(A/B\C) —m(m) = 60° —15° = 45° olarak bulunur.
(b) m(A/C?E) = 60° ve m(A/E\C) = 30° oldugundan ACFE ii¢geni bir dik liggendir.

2
Dolayisiyla |CE| = 2.]AC| = 2« ve |AE| = 02/3 = aV3 olur. Buradan da

|DE| = a + ay/3 olarak bulunur. Bu durumda

1 1 2 1
Alan(CDE) = 2 |DELJAC| = - +aV3).a = ?(1+v3)

2
oldugu goriiliir.

(¢) CBD ve CDE ftggenlerinin agilar: birbirine egit oldugu i¢in bu iiggenler benzer
iiggenlerdir. Dolayisiyla

|BD| _ |BC| IBD|  «a _a(l++v3) _ a(vV2+6)
DB 10D © a(l+v3) ava PP T T IB= T

oldugu goriiliir.
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57. Dar acili bir ABC iiggeninde, BAC agisinin ag1 ortayi, B kdsesinden ¢izilen yiikseklik
ve AB kenarma ait kenar orta dikme bir noktada kesigmelerinin ancak ve ancak

m(zzl\) = 60° oldugu zaman miimkiin oldugunu kanitlayiniz.

Coziim. Sekilde gosterildigi gibi [AF] aciortayi,
[BD)] yiiksekligi ve [EK] kenar orta dikmesi, K
noktasinda kesigsinler. m(@) = m(m) =
a olsun. ABK fii¢geninde, |AE| = |EB| ve
[EK] L [AB] oldugu icin, ABK f{iggeni ikizke- E
nar bir iiggendir ve m(ABK) = « olur. Simdi,
ABD figgeninde i¢ agilarin toplami 180° oldugu
i¢in, o = 30° ve m(@) = 60° elde edilir. F

Oteki taraftan, m(A) = 60° olsun. Sekilde
gosterildigi  gibi, [AN] agortay1 ve [BH]
yiiksekligi bir P noktasinda kesigsinler. [AN]
aglortay oldugu igin, m(m )= m(]m) = 30°
olur. ABH iiggeninde i¢ agilarin toplami 180°
oldugu icin, m(m) = 30° dir. Simdi, ABP P
tggeni bir ikizkenar iiggen oldugu icin, P nok-
tasindan c¢izilen yiikseklik tabani ortalar, yani
[PM] yiiksekligi orta dikmedir.

B

58. Birim kareye sigabilecek en biiyiik yarim dairenin alanini bulunuz.

Cozlim. Yarim dairenin, karenin kenarlarina teget olacag aciktir. Olasi bir ¢6ziim,
karenin bir kenarini ¢ap olarak alan bir yarim dairedir. Bu yarim dairenin capi 1
birim olacaktir. Alani ise

'w(%f ~ 0,3927

N -

olur.

Yarim dairenin alaninin en biiyiik olmasi i¢cin komsu iki kenara teget olmasi
gerekir.

Sekil BD kdsegenine gore simetrik oldugu igin m(@) = 45°. X nok-
tasindan gegen ve AB kenarina paralel olan bir dogru yarim dairenin merkezinden

geger.
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B 45° A
.

y 5 ——of X

Q

C D

|OY | =r - cos(45°) = \% oldugundan

1
1:|AB‘:7“+L:T(1+*)

V2

elde edilir. Buradan da yarim dairenin yari ¢api

S SN

rzl T
t

olarak bulunur. Yaricap: 2 — v/2 olan yarim dairenin alan da,

1
3 2 = 7w(3 — 2V2) = 0,539

dur.

59. ABC, |AC| = |BC| olacak sekilde bir ikizkenar figgen olsun. Bu {iggenin ¢evrel
gemberinin, C' noktasini icermeyen AB yaymin iizerindeki bir noktaya P noktasi
diyelim. C noktasindan PB dogru pargasi tizerine indirilen dikme ayagina ise D

noktasi diyelim. Bu durumda,
|PA| + |PB| = 2|PD|

oldugunu gosteriniz.

Coziim. Asagidaki gekilde goriildiigii gibi, PB dogru pargasini |BM| = |AP| olacak
sekilde uzatalim. Burada m(C/BTD) = 180° — m(@) oldugundan m(@) =
m(C/BT@ bulunur. Bu durumda |CA| = |CB| ve |AP| = |BM]| oldugundan BC M
ve ACP iiggenleri eg tiggenler olur. Dolayisiyla |CP| = |CM]| olur ve CPM {iggeni

de, C'D dogru parcasim yiikseklik olarak kabul eden ikizkenar iiggen olur. Sonug
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olarak D, PM dogru parcasinin orta noktasi olacagindan,
2|PD|=|PM|=|PB|+ |BM|=|PB|+ |PA]

oldugu goriiliir.

M

60. Kenarlar1 1,1,1/2 olan ikizkenar dikiicgen bicimindeki bir tahta parcas: iki parcaya
boliinecektir. Iki parcanin alanim esit yapacak en kisa kesitin yerini ve uzunlugunu

ve bulunuz.

Coziim. Iki durum inceleyecegiz:

e 1. durum : dar agilardan biri iizerinden kesim.

e 2. durum : dik a1 tizerinden kesim.

1. durum: X noktas1 AB kenar: tizerinde
ve |[AX| = z, Y noktast AC kenar iizerinde

ve |AY| = y olsun. XY uzunlugu z olan bir A

kesittir. y

Alan(ABC) = 1/2 - taban - yiikseklik = 1/2

dir. & {

AXY iicgeninin alam Alan(AXY)=1/2-z- ! “

(y/v2) = zy/V2 dir. A

Alan(AXY) = 1/2 - Alan(ABC) den zy = B 1 ¢

1/+/2 buluruz.
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61.

62.

AXY {icgeninde cosiniis teoreminden

22 = 2 +y* —2xycos A

= 22 +9y* -1 (cosA=1/V?2)
— (2

elde edilir. Buradan 22 nin en kiiciik degeri, z = y iken 22 = /2 — 1 olarak bulunur.

zy = 1/v/2 oldugu icin z = y = 1/+/2 olur.
2. durum: Y noktasi AB kenari iizerinde
ve |BY| = y, X noktast BC' kenar: tizerinde

ve |BX| = z olsun. XY uzunlugu z olan bir g

kesittir. 5%

Alan(BXY) = zy/2 dir. ’

Alan(BXY') = 1/2-Alan(ABC) oldugundan, ; Z

xy = 1/2 bulunur. BXY iiggeninde pisagor

teoreminden 22 = 22 +y% = (x —y)2 + 1 elde B . c
edilir. 1Y
Dolayisiyla, z? nin en kiiciik degeri, * = y iken 22 = 1 olarak bulunur. Bu 1.

durumdan elde edilen uzunluktan daha uzundur.

Sonug olarak, en kisa kesit 1. durumda elde edilen sekilde, |AX| = |BY| = 1/v/2 ve
kesit uzunlugu v/v/2 — 1 olmahdir. (Simetriden dolay1, benzer kesit BC kenarindan
AB kenarma gizilerek de elde edilebilir.)

ABC ikizkenar iiggeninin, sirasiyla eskenarlar AB ve AC tizerinde P ve () noktalari,
|AP| = |CQ] olacak sekilde bulunmaktadir. Bununla birlikte P ya da @, ABC
iiggeninin bir kogesi degildir. Bu durumda APQ iiggeninin gevrel ¢gemberinin ABC

iiggeninin gevrel cemberinin merkezinden gectigini gosteriniz.

Coziim. P(Q ve AC’nin orta dikmelerinin kesigtigi nokta O olsun. Bu durumda,
|OP| = |0Q)|, |OA| = |0C|ve |AP| = |CQ)| oldugundan, APO ve CQO es liggenlerdir.
Dolayisiyla m(@) = m(A/P\O) oldugu i¢in APOQ dodrtgeninin bir gember tizerinde
oldugu goriiliir. Ayrica m(O/C'\Q) = m(O/ﬂD) = m(@) = m(@) = m(m)
oldugundan OA, BAC agisinin agiortayidir ve ABC' ikizkenar iiggen oldugu igin ayni

zamanda BC kenarmin orta dikmesidir.

Bu durumda O hem BC kenarmmin hem de AC kenarmmin orta dikmesi iizerinde

oldugundan ABC fti¢geninin gevrel cemberinin merkezidir.

Bir ABCD konveks dortgeninin kdgegenlerinin kesigim noktast M olmak tizere AB
kenarini P noktasinda, C'D kenarim1 ) noktasinda kesen ve M noktasindan gegen

g dogrusu dikkate alindiginda APM, BPM,CQM ve DQM iiggenleri benzer olan
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biitiin konveks ABC'D dértgenleri bulunuz (iiggenlerin kogeleri ayni sirada olmak

zorunda degil).

Coézim Eger m(widehatM PB) > 90° ise, m(]\m) = 180° — m(m) < 90° <
m(m) (sekil a). m(m) = m(m) + m(zm\P) oldugundan m(m) <
m(m) ve m(m) < m(m) dir. Yani, APM iic¢genindeki biitiin acilar
m(]\TP\B) dan kuciktur. Bu APM fcgeninin BPM ticgenine benzer olmasiyla
gelisir. Benzer gekilde m(]\m) > 90° olmas1 durumunda APM iiggeni ile BPM
iicgenleri benzer olamazlar. Dolayisiyla, M P dogrusu AB dogrusuna dik olmak
zorundadir. Ayn inceleme M@ i¢in yaparsak M P dogrusunun C'D dogrusuna dik
olmasi gerektigi bulunur. Yani AB ve CD dogrular1 paraleldir. Dolayisiyla ABC D

bir yamuk olmalidir.

P P P

m(D/C'TZ[) = m(m) ve m(m) = m(m) oldugu i¢in APM ve CQM
tiggenleri benzerdir. Benzer sekilde BPM ve DQM ticgenleri de benzerdir. Bu

kosgullar altinda iki farkli durum olabilir.

e 1. durum: m(m\P) = m(B/]W\P) (sekil b). Dolayisiyla, m(]\m) = m(m)
Yani, ABCD ikizkenar yamuktur. APM ~ BPM ~ CQM =~ DQM bulunur.
e 2. durum: m(m) = m(m) (sekil ¢). Dolayisiyla m(m) = m(m)
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ve m(MAP) + m(AMP) = 90°. Yani, m(AMB) = m(AMP) +m(BMP) =
90° dir. Buradan ABCD yamugunun kogegenlerinin birbirlerine dik oldugu
bulunmus olur. Dolayisiyla, APM ~ BPM ~ CQM =~ DQM dir.

63. Bir ¢cembere digindaki bir A noktasindan c¢izilen iki dogru, cemberi sirasiyla B, C ve
D, E noktalarinda kesmektedir. (B € [AC] ve D € [AE] dir.) D noktasindan [BC]
ye cizilen paralel, cemberi F' noktasinda kesmektedir. A ve F' noktalarindan gecen
dogrunun gemberi kestigi ikinci nokta G olsun. FE,G noktalarindan gegen dogru,

[AC] yi M noktasinda kestigine gore

L1
|AM|  |AB| = |AC|

oldugunu kanitlayiniz.

Coéziim. [DF|//[AC] oldugu i¢in m(ﬁF\A) = m(l*{/l\C) dir. Oteki taraftan, DFA
ve DEG ayni yay1 goren cevre agilar olduklarindan o6lgiileri esittir ve m(m’ ) =

m(D/EE) dir. Dolayisiyla, AMG ve EM A iiggenleri benzerdir. Benzerlikten, % =

IEM v da |AM[2 = |MG|- |EM]| clde edili.

M noktasmin gembere gore kuvvetinden, |MG| - |EM| = |MB| - |MC| yazlr.
Dolayisiyla, |AM|? = |MB|-|MC| = (|AB| — |AM|)(JAC| — |[AM|) = |AB| - |AC| —
|AM|(|JAB| + |AC|) 4+ |AM|? buradan da |AB| - |AC| = |AM|(|AB| + |AC|) bulunur.
Son esitligin her tarafi |[AM| - |AB| - |AC| ye boliiniirse istenen ifade elde edilir.

64. ABC bir egkenar tiggen ve P, capt BC kenar1 olan A kogesinden uzak olan yarimdairedir.
A kogesinden gecen ve BC yi li¢ eg parcaya ayiran dogrularin P yarimdairesini de
ii¢ es parcaya ayirdigini gosteriniz.

Cozim:FE ve F noktalar, BC kenarim sirasiyla BE,EF ve F'C olmak iizere ii¢ esit
parcaya ayiran noktalar olsun. AF dogrusu ile P yarimdairesi U noktasinda kesigsin.
Yarimdaireyi tam daireye tamamladigimizda AB ve AC kenarlan ile iist yarimdaire

P', K ve L noktalarinda kesissinler.
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65.

U

BKC ags1 gapt gordigi icin bir dik acidir. Ayrica |BC| = |AC| oldugu igin
KC kenarortaydir, ayni zamanda agiortaydir, yani K, AB nin orta noktasidir ve
m(BCEK) = 30° dir. Benzer sckilde m(CBL) = 30° dir. Boylece K ve L, P’
yarimdairesini {i¢ esit parcaya boler. Dolayisiyla K noktasinin, BC' kenarina gore,

U noktasinin simetrigi oldugunu gostermemiz yeterlidir.

E de BF nin orta noktasi oldugu i¢in K F ile AF paraleldir. O halde m(B/E\U) =
m(m) = m(A/F\E) = m(@) olur. Dolayisiyla U ve K, BC capma gore

simetriktir.

Dikdortgen seklindeki bir kagit, kdsegen olusturan iki kosesi iist liste gelecek sekilde
katlaniyor. Kat yerinin olugturdugu yeni kenarin ({ist liste gelen kogelerin kargisindaki
kenar) uzunlugu, dikdortgenin uzun kenarinin uzunluguna esitse dikdoértgenin uzun

kenarimin kisa kenarmna oranm nedir?

Cozim. ABCD’yi katladigimiz kagit olarak alalim. a < b olacak sekilde AD = a,
AB = b olsun. Katlama sonunda olusan yeni kenara EF ve uzunluguna z diyelim.

Kosegen uzunlugu da d? = a? + b? olacaktir.

B b E A

Simetriden dolayr BD kosegeni ve EF dik kesisecek ve birbirlerini iki eg
parcaya bdleceklerdir. DAB tiggeni ve X EB fiiggeni iki ortak agiya sahip olduk-
lar1 i¢in (m(ﬁB\A) = m()TBT?) ve
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m(A/D\B) = m(m)) benzer ti¢genlerdir:

_z_®
“_3_2
b4 d
O halde
xz%(ﬁ+@) (12)

EF nin uzunlugu, dikdoértgenin uzun kenarinin uzunluguna esit oldugundan

x = b dir. (12) de yerine yazarsak:

b :%M@+W
2
B = %w+w>
vt = a’(a®+ 17
0 = b*—ad??—d*
Denklemi ¢ozersek
2o a? £ vat + 4a*

2
a’(1 £+/5)

2

bulunur. a,b > 0 oldugu icin negatif kokii gozardi edersek uzun kenarin kisa kenara
b (1445
a 2

ABCD Kkaresi ile ABEF karesinin bulundugu diizlemler birbirlerine diktir. AFE ve
BF dogrular1 O noktasinda kesigiyor ve |[AE| = 4 cm ise

oramnil

olur.

(a) B noktasimndan DOC ve DAF diizlemlerinin kesistigi dogruya olan uzakligini
(b) AC ve BF dogrular arasindaki uzakhig

bulunuz.

Coziim:E ve F' noktalalarindan sirasiyla C' ve D noktalarina 4 cm uzaklikta olan
E' ve F' noktalarii kullanarak ABEFCDE'F’ kiiptinii olugturalim.

(a) DOC diizlemi AF kenar ile M noktasindan kesigsin. DC, ABEF ile paralel
oldugundan OM ’de DC ’ye paraleldir. O halde M, AF ’nin orta noktas
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ve DM ’de DOC ve DAF diizlemklerinin kesigim dogrusudur. Dolayisiyla
istenilen uzakhk B ’den M D ’ye olan uzakliktir. Burada uzaklk |[MB| =
|MD| = 2¢/5 ve |BD| = 4y/2 ’dir. Buradan BDM ’nin alan1 da 4/6 olarak
bulunur. O halde B ’den M D dogrusuna olan dik uzaklik 45@ tir.

(b) BF ve AC dogrulari E'BF ve ACF’ paralel diizlemlerinde yer almaktadir.
O halde aralarindaki uzaklik bulunduklari diizlemler arasindaki uzakliga esitir.
DE, E'BF ve ACF’ diizlemlerine dik ve bu diizlemler tarafindan 3 esit parcaya
boliiniigiinden bu diizlemler arasindaki uzaklik

4v/3

1
= .|DE| = -2
3 3

olarak bulunur.

67. Cevresi 40 ¢m olan ABCD egkenar dortgenininin A kogesini merkez olarak alan
gember C, B kogesini merkez olarak alan ¢ember ise D noktasindan gegmektedir.

Bu iki cember birbirlerine teget ise, ABC'D eskenar dértgeninin alam kac em?dir?

Coziim:ABCD, egkenar dértgen oldugu igin, kogegenleri birbirlerini orta nokta-
larindan keserler. Ayrica kogegenler dik kesigirler.

(Dik kesigtiklerinin kiiglik bir ispat1 vektorler kullanilarak yapilabilir:
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—_— — —
B

AC = AB + AD ve BD = AD — AB oldugundan,

—_— — —_— == —  —
AC-BD = (AB+ AD)-(AD — AB)
—_— — — —  — ——

= AB-AD—-AB-AB+ AD-AD - AD-AB
= AD-AD - AB-AB

2 2
— |4D| - [4B|
— — —— 2 — 2 —_— —
‘AD} = ‘AB ,oldugundan )AD‘ = ’AB’ yani AC - BD = (0 dir. Dolayisiyla
— =
ACLBD)

Biiyiik ¢emberim yar1 capma R (= |AC]), kiicikk ¢emberin yar1 gapma r
(= |BD|) diyelim. Dortgenin alani, igindeki dort es iiggenin alanlarinin toplamina

egittir:

zMABCD):4.%«€.%>:A%

Ayrica Pisagor bagintisindan, (%)2 + (%)2 = 102, oldugundan R? + r? = 400
diir. Tki cemberin merkezi aym dogru iizerinde oldugu icin iki cemberin teget oldugu
nokta da bu dogru tizerindedir. AB dogru parcasini uzatalim. Bu yeni dogru parcasi
cemberleri teget noktasinda kesecektir. Bu noktaya E dersek, |[AE| = R, |AB| = 10
ve |BE| = r oldugundan R — r = 10 olur. O halde;

(R—7)? = 10?
R*—2-R-r+r*> = 100

R4+ -2-R-r=400-2-R-r = 100
R-r = 150

O halde ABCD egkenar dortgeninin alan % =75 cm? dir.
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68. Degisik boyutlardaki bes bilye konik bicimindeki bir huniye koyuluyor. Her bilye
bitigigindeki bilyelerle ve huni yiizeyiyle temas halindedir.

En kiigiik bilyenin yaricap: 8, en biiyiik bilyenin yarigapi 18 milimetredir. Ortadaki
bilyenin yarigapini bulunuz.

Coziim: Cevap 12 milimetredir. Bitigik iki bilyenin yaricaplari a < b olsun. g’mn

sadece huninin yiizeyinin egimine bagl olan bir sabit oldugunu gosterecegiz.
Bilyeler birbirleri ile temas halinde olduklar: icin bilyelerin merkezlerinin uzakligi
a + b'dir.

Bilyeler huni yiizeyiyle de temasta oldugu i¢in ve huni yiizeyinin (enine kesitinin)
egimi sabit oldugu icin, sekildeki iki tarali icgen benzerdir. Huni ylizeyinin dikey
eksenle yaptig1 agiya x dersek eger, ¢ = sec(z) huni ylizeyinin egimine bagh olan bir
sabittir. Dolayisiyla bilyelerin merkezlerinin huni duvarina olan yatay uzakliklar: bc

ve ac’dir.

Huni yiizeyinin egimini m ile gosterelim. Dolayisiyla m = (bbj';)c olur. Buradan

b _ mc+l 13
o = ey elde edilir.
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Dolayisiyla bitisik bilyelerin yaricaplarinin orani sadece huni yiizeyinin egimine baglh
olan bir sabittir. Bu sabiti k ile gosterelim.

En kiiciik bilyenin yarigapi 8 oldugu i¢in, onun iistiindeki bilyenin yaricapi 8% ola-
caktir. Yine ayni sekilde ortadaki bilyenin yaricap: 8k2, onun iistiindekinin yaricap:
8k3 ve en biiyiik bilyenin yaricap:t 8k* olacaktir. En biiyiik bilyanin yaricapr 18
oldugu icin 18 = 8k* elde edilir. Buradan k? = % bulunur. Dolayisiyla ortadaki
bilyenin yaricag 8k% = 12 olur.

ABC figgeninin AA’ ve BB’ kenarortaylarinin dik kesigtiklerini

varsayalim. |BC| = 3 ve |AC| = 4 ise, AB kenarimin uzunlugu ne olur?

Co6ziim: Bu probleme bir kag yaklagimda bulunmak miimkiindiir.
Geometrik Coziim:

Asagidaki sekilde m(B/C\A) = m(@’ ve %—% = %—a =1 dir.

Bu yiizden CAB ve CB' A’ ticgenleri benzerdir ve A'B’ = %BA "dur.

AA' ve BB', D noktasinda kesigsinler.

A'D =2z, BD =y, AD = z, BD = w ve AB = ¢ olsun. Dolaysiyla A'B’ = %c

olur.

Yukaridaki sekilde goziiken dort dik ticgenin herbirine Pisagor Teoremini uygularsak

)

AABD = y*+a22=c/4 (1)
AB'AD = *+22=4 (2)
AABD = w4 22=¢ (3)
ABA'D = w’+22=9/4  (4)
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denklemlerini elde ederiz. Buradan, (1) - (2) + (3) - (4) = 0 = 5¢%/4 — 25/4.
Dolayisiyla, ¢? = 5 olur.
Bu yiizden, AB kenarinin uzunlugu v/5 ’dir.

Vektorel Coziim:

C noktasi orijin olsun.

— — -
CA =dve CB = b olsun.

_— —

AA" ve BB’ vektorleri birbirlerine dik olduklarindan, i¢ carpimlar: sifirdar.

1

— - -

AA:AC+CA=§b—5
- = — 1 -
BB:BC+CB=§6—b

/ R A
AA 1 BB = AA . BB =0 ’d.
Bu yiizden (b — 2@).(@ — 2b) = 0 ve dolayisiyla 5@.b — 2a% — 2b? = 0 *dur.
a =4 ve b =3 oldugu icin, 5@.b = 2(42 + 32) = 50 olur.
Bu yiizden, @.b =10 'dur. O halde,

AB.AB = (b—a).(b—a)
b2 +a? —2a.b
32442 -2x10

=5

elde edilir. Dolayisiyla, AB kenarinin uzunlugu v/5 olur.
Kenarortaylarin Bir ézelligi Kullanilarak Yapilan Geometrik Coziim:

AA' ve BB', D noktasinda kesissinler.

Bu ¢6ztimde; bir iiggenin kenarortaylari, ticgenin tepe noktasindan karsi kenarin orta
noktasina giden yolun 2/3"inde kesisirler, sonucunu kullanacagz.

Bu yiizden, A'D =z, DA = 2z ve B'D =y, DB = 2y diyebiliriz.
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B 3/2 A 32 C

Yukaridaki sekilde goziiken ti¢ dik tiggenin her birine Pisagor Teoremini uygulayarsak

)

AADB = 22+42=9/4 (1)
AADB = 42’442 =14 (2)
AABD = 4a® 4 4% = (3)

denklemlerini elde ederiz. Buradan, (1) + (2) = 522 + 5y? = 25/4 "diir.
Bu sonucu (3) ile birlestirirsek, ¢ = (4/5) x (25/4) = 5 elde ederiz.
Dolayisiyla, AB kenarinin uzunlugu v/5 olur.

Kartezyen Coziim:

Kartezyen ¢6ziim, kisa olmasina ragmen, diger ¢oziimlere gore pek sik degildir. Bu-
rada, birbirlerine dik dogrularin egimlerinin ¢arpimi —1 dir, gercegini kullanacagiz.
C noktas orijin olsun. A noktasinin koordinatlar: (4,0), B noktasinin koordinatlar
ise (1, s) olsun. AA' ve BB' dogru pargalarinin egimlerinin zit igaretli olmak zorunda

olduklarina dikkat edelim. Bu ytizden, r > 2 olur.

4

C(b, 0) B'(2,0) A4, 0),

BB’ 'm egimi s/(r — 2) ve AA" 'm egimi (s/2)/(r/2 —4) = s/(r — 8) 'dir.

AA" 1 BB' = AA' ve BB' ’m egimlerinin carpimi -1 ’e esittir.

Bu yiizden, s2/(r — 2)(r — 8) = —1 ’dir. Ifadeyi diizenlersek, s> = —r2 + 10r — 16
denklemini elde ederiz.

Ayrica; BC = 3 oldugu icin, r? + s> = 9 'dur. Buradan 10r — 16 = 9 ve dolayisiyla
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71.

r = 5/2'dir. O halde,

AB? = s+ (4-r)?
= s24+r2—8r+16
= 9-20+416
=5

elde edilir. Dolayisiyla, AB kenarmin uzunlugu /5 olur.

|AB| = |AC| ve m(@) = «olan bir ABC {iggeninde P, P # B olan |AB| iizerinde
bir nokta ve @, A dan ¢izilen yiikseklik tizerinde |PQ| = |QC/| olacak sekilde bir nokta
olsun. m(Q/P\C’) kagtir ?

Coziim. |AB| = |AC| oldugu i¢in A dan gizilen yiikseklik ayni zamanda agiortaydir.
Aymi zamanda |QB| = |QC| = |PQ| ve BQC, BQP, PQC figgenleri ikizkenar olur.

m(QBC) = m(QCB) = B, m(QBP) = m(QPB) = v ve m(QPC) = m(QCP) = §
ise m(@) =~ dir. ABC ve BPC birer iiggen olduklar: igin o 4+ 23 + 2y = 180°
ve 20 + 23 + 2y = 180° esitliklerini kullanarak m(aP\C) =0 = § bulunur.

a Kenar1 a olan ABC egkenar fiiggeni veriliyor. MP1AB, NM1BC, PN1AC
olmak {izere P € [AB], M € [BC], N € [AC] noktalarinn olugturdugu M N P

ti¢ggeni icin M P uzunlugunu bulunuz.

b Her ABC dar agl iiggeni igin MP1AB, NM1BC, PN 1AC olacak sekilde
P € [AB], M € [BC], N € [AC] noktalarimin bulunabilecegini gosteriniz.

Cozim.

a NPM ve ABC tggenleri benzer tiggenlerdir. Dolayisiyla, N PM iiggeni de egskenar
tiggendir. Yani, AAPN = ABMP = ACNM dir. Eger |AP| =z ise |AN| =

2 ve INC| =a—% olur. Aynica |[AP|=|NC|oldugui¢inz =a—% ve x = 2
bulunur. Buradan |[PN| = mT\/ﬁ = %‘/3 bulunur.

b AB tzerinde herhangi bir Py noktasi alinsin ve Py noktasimn |AC| iizerindeki

izdiigtim noktasi1 Ny olsun. My, Ny noktasindan BC' ye gizilen izdiigtim ile AB
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73.

dogrusuna Py noktasindan cizilen dikmenin kesisim noktasi olsun. AMy nin
BC' ile M noktasinda kesigtigini varsayalim. A merkezli homoteti ve ;1471\]/[\/[0 orani

MoNy Py ticgenini M N P iicgenine gotiiriir.

BAC agis1 sabit kalmak tizere, B ve C noktalari sabit, A noktasi degiskendir. Burada
AB ve AC kenarlarinin orta noktalari sirasiyla D ve E noktalari olsun. Ayrica
DF1AB, EG1LAC ve BF ile CG dogrular1 BC dogrusuna dik olacak gekilde F'
ve G noktalar1 olsun. Bu durumda |BF|.|CG| ¢arpimimin A noktasmin se¢iminden

bagimsiz oldugunu gosteriniz.

Coziim. ABC iiggeninin agilarina «, (, v diyelim.

. A
B o
G
D E\"Y
p¥L A
Bu durumda AB AC
|BF|:!7|C’G|: ‘ |
2sin g 2sin-y
esitliklerinden
1 |AB| |AC| 1 (|BC|\”
B 0G| L. [ABl 14Cl 1 (1BC]
4 siny sinf 4 \sina

denklemini elde ederiz.

Denklemde de acikc¢a goriildiigii gibi sonu¢ A noktasinin pozisyonundan bagimsizdir.

Bir dikdortgenin kenarlari orani 12 : 5 tir. Kogegenlerin olusturdugu 4 iiggenden
bir kenar1 komsu olanlarin icine c¢izilen cemberlerin yaricaplar: r; ve ro olmak tizere

71 : 9 oranini bulunuz.

Coziim. Kogegenlerin kesim noktasina S diyelim. AB.S ve BC'S iiggenlerini gézoniine

alalim. ABS figgeninin i¢inde kalan ¢emberin yarigapi r1, liggenin g¢evresinin yarisi
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s1 ve BC'S iiggeninin i¢inde kalan ¢cemberin yarigapi rg, liggenin gevresinin yarisi so
olsun. ﬂggenlerinin alanlar1 egit oldugu icin r1s7 = rese dir. Denklem diizenlenirse
r1 1Ty = S @ s; bulunur. |AB| = a,|BC| = b olsun. Kogegen uzunlugu d ise
s1 = # = 234 dir. Benzer sekilde so = 254 dir. Yani, ry 170 = (b+d) : (a +d)
dir.

[

r2 S

a = 12k ve b = 5k dersek, Pisagor teoreminden dolay1 d® = a?+b? = (12k)?+ (5k)? =
169k2 olur. Buradan d = 13k dir. Sonug olarak ry : 79 = (13k + 5k) : (13k + 12k) =
18 : 25 bulunur.

Cap1 AB merkezi S olan yaricember iizerinde asagidaki kosullar: saglayan C ve D

noktalar1 verilsin.

i C noktast AD yay1 iizerindedir,
ii CSD agis1 dik acidir.

E noktast AC ve BD dogrularinin kesigim noktasi ve F' noktasit AD ve BC' dogrularinin

kesigim noktasi ise |EF| = |AB| oldugunu gosteriniz.

Coziim. C ve D noktalari gember tizerinde olduklar: igin Thales teoremine gore
AD1BD ve BC1LAC dir.

F noktasi ABF {iggeninin yiiksekliklerin kesim noktasidir yani EF 1 AB dir. CSD
agis1 90° oldugu igin CAD agis1 45° dir. Dolayisiyla AC'F ti¢geni ikizkenar dikiiggendir.
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76.

Ayrica, m(ﬁ) = m(B/@) = 90° ve m(m) = m(@) dir. Dolayisiyla ECF
ve BC'A tiggenleri denktir yani |EF| = |AB| dir. Sonug olarak |EF|, C' ve D nokta-

larinin secimlerinden bagimsizdir.

Bir iiggenin icindeki noktalardan kenara uzunluklar: carpimi en biiyiik noktanin

agirlik merkezi oldugunu gosteriniz.

Coziim. ABC iiggeni ve bu liggenin iginde bir S noktasi alalim. [, ls ve I3 S
noktasimin a, b, ¢ kenarlarina uzakliklar: olsun. Aritmetik ve geometrik ortalama
esitsizliginden

aly +bl2+cl3>3 B (

3
(aly).(bla).(cls) < ( - 2Alan(ABC)> .

3

Sag taraf S noktasinin se¢iminden bagimsiz oldugu i¢in sol tarafin maksimumu igin

esitlik elde edilerek bulunabilir yani al; = bls = cl3 olmali.

A

aly = bl = cls kogulunu saglayan S noktasimin agirlik merkezi oldugunu gosterelim:
|BA1| : |A1C| = Alan(BAA) : Alan(A1CA) = Alan(ASB) : Alan(ASC) = cl3 : bls =1,

yani AA; kenarortaydir. Benzer sekilde S nin diger iki agiortayin da iizerinde oldugu

gosterilebilir. Yani S noktasi agirlik merkezidir.

|AB| = |BC| ve |CD| = |DA| olan ABCD dortgeninin AC' ve BD kosegenlerinin
kesigtigi nokta O noktasi olsun. Ayrica, ABD {iggeninin D kogesinden inen yiiksekligin
ayagima N, BC'D ii¢geninin B kosesinden inen yliksekligin ayagina K noktasi diye-

lim. Bu durumda N, O ve K noktalarinin bir dogru iizerinde oldugunu gosteriniz.

Coziim. ABCD dortgeni bir deltoid oldugundan, AC ve BD kdosegenleri birbirine
diktir. Dolayisiyla (agagidaki sekillerden soldakinde goriilebilecegi gibi) m(@) =
90° = m(ﬁ) olur. Yani A, N, O, D noktalar1 bir cember tizerinde olur ve
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buradan da
m(NOA) = m(NDA) = 90° — m(DAN)
oldugu goriiliir.

Benzer sekilde m(@?() = 90° — m(B/C’?() oldugu da aciktir ve ABC'D deltoid
oldugundan m(m) = m(B/C7(), ve dolayisiyla m(m) = m(m) olur. Bu
acilarin esit olmasi, bu acilarin ters agilar oldugunu yani N, O, K noktalarinin ayni

dogru iizerinde oldugunu gosterir.

!

Benzer bir argiimanla sagdaki sekilde verilen durum da ele alinabilir.

77. ABC ikizkenar (|AB| = |AC)|) iicgeninde m(BAC) = 20° dir . D noktasi AC
kenarinin iizerinde, E noktas1 AB kenarinin tizerinde, m(D/Z%') = 60° ve m(E/CE) =

50° olduguna gore m(fﬁ ) yi bulunuz.

o A
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Coziim. m(ITB\C) = 20° olmak {iizere AC
iizerinde bir K noktasi alalim. F ile D yi ve
K ile B yi birlestirelim. m(B/E\C) = m(E/C’\B)
oldugu i¢in BEC iiggeni, BE ve BC' kenarlarinin
uzunluklar:1 esit olan bir ikizkenar ii¢gendir.
m(]?[_(\C) = m(B/-C?() oldugu i¢in BKC' {i¢geni,
BK ve BC kenarlarimin uzunluklar: egit olan bir
ikizkenar tiggendir. Buradan |BE| = |BK]| elde
edilit. |BE| = |BK| ve m(EBK) = 60° ol
masindan dolay1 EBK ti¢geni egkenar iiggendir.
m(BDEK) = m(DBK) = 40° oldugu icin BDK

tcgeni, DK ve BK kenarlarnn uzunluklar esit

olan bir ikizkenar ticgendir. |KE| = |K D| oldugu
icin KDE ikizkenar iicendir. m(EKD) = 40°
oldugu acgiktr. Buradan m(E/DT( ) = 70° ve
dolayisiyla m(ﬁ) = 30° bulunur.

AC kenar1, ABC dik tiggeninin hipoteniistidiir. D noktasi AB kenarinin ve FE noktasi
da BC kenarmmn iizerindedir. m(B/C'\D) = m(D/C\A) ve m(@) = m(lﬂ\C’) dir.
AE kenarmm uzunlugu 9 ve C'D kenarnn uzunlugu 8v/2 olduguna gére AC kenarmm

uzunlugunu bulunuz.

E

Cozim. m(@) =z ve m(B/C-’\D) = y olsun. Buradan:

|AB| = 9cos(x) = |AC| - cos(2x) ve

|BE| = 8V/2cos(y) = |AC| - cos(2y)

denklemleri elde edilir. |AC| iki denklemden de ¢ekip esitlersek

9 cos(x) _ 8v/2 cos(y)
cos(2x) cos(2y)

(13)

bulunur.

y = 45° — x ve bundan dolay1 2y = 90° — 2z oldugu i¢in cos(2y) = sin(2z) oldugu
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goriiliir. Bunu (13) de yerine koyarsak

9cos(z)  8v2cos(45° — x)

= 14
cos(2x) sin(2z) (14)
buluruz. cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) esitsizligini kullanarak
o cos(z) + sin(x)
cos(45” — 1) = —————— 15
( ) 7 (15)
elde ederiz. (14) nin termilerini diizenledigimizde
8(cos(x) + sin(x))
tan(2z) = 16
an(2z) 9 cos(x) (16)
oldugunu goriiriiz. tan(2a) = littzii(;zl) ozdesligini kullanip, ¢ = tan(x) dersek 13’“;2 =
8(1(;_'5) elde ederiz. Buradan % = (1+¢)(1 —t?) = 1+t — t* — 3 ve dolayisiyla
3.2, 9
44 Tt-1=0 (17)

buluruz. Bu denklemin koklerinden biri % dir. Bu bilgiyi kullanarak (17) denkle-
mindeki polinomu ¢3 + #* + 3¢ — 1 = (¢t — 1)(#> + 3L + 2) = 0 seklinde ¢arpanlarina
ayiririz. Diskriminant hesabiyla, ikinci derece garpanin gergel koklerinin olmadig:

kolayca goriiliir. Dolayisiyla (17) denkleminin tek gergel kokii % dir. Trigonometrik

ozdeglikler kullamlarak cos(z) = ﬁ ve cos(2z) = (=) bulunur. |AC| = Scos(z)

1+t2 cos(2z)
oldugu i¢in, |AC| = 91761';2 elde ederiz. Buradan |AC| = 9\3//54/ 2 — 6y/5 bulunur.

A,B ve C birbirlerine olan uzakliklar1 esit olan (|AB| = |AC| = |BC)|) iig sehirdir.
A gehrinden 3 km, B sehrinden 4 km uzakta olan bir aracin C' gehrine olan uzaklhig

en ¢ok kag kilometre olabilir?

Coziim. A, B ve C sehirlerinin birbilerine olan uzakliklari egit oldugu igin bu iig

sehir bir egskenar tiggen olusturur.

Arabanmin bulundugu noktaya P dersek, P noktasinin C ye olabilecek en
uzak mesade olmasi igin, C' ve P nin |AB| dogru parcasinin farkh taraflarinda olmasi

gerekir.
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Ptolemy esitsizliginden? AB - CP < AP - BC + BP - C A yazlabilir. AB =
BC = CA oldugundan CP < AP + BP elde edilir. |AP| = 3 ve |BP| = 4 yerine

koyulursa C'P < 7 olur. Dolayisiyla, Aracin C gehrine olabilecek en uzak mesafesi 7

km dir.

80. Bir Kenar1 6 olan egkenar tiggenin igine cizilen gember tizerindeki herhangi bir T
noktas icin |T'A|*> + |TB|? + |T'C|? = 45 oldugunu gésteriniz.

Coziim

AN

\
\
\
\
3 S
x 7
\
———— N
T )
B

Cemberin merkezine gekildeki gibi bir koordinat ekseni yerlegtirelim. Uggenin yiksekligi

6@ = 31/3 diir. Cemberin merkezi agirhk merkezinde oldugu icin yaricapr r = /3

dur.

Bu nedenle kése noktalart A(—3

,—v/3), B(3,—v/3,¢(0,24/3 diir. Cemberin

iizerindei,ki herhangi bir nokta T'(z,y) olsun. Cember denkleminden dolay1 2% +y? =

3 tiir. Iki noktanim uzaklik formiiliinden:

ITAP+|TBP +|TC* = (£43)%+ (y+V3)2 + (£ = 3)2 + (y+ V3)2 + 22 + (y — 2V/3)?

=2+ 62 +94+9y° +2V3y+34+22 —6x+9+ 1y +2V3y+ 3+ 22 +y% —4V3y + 12

= 3(2?

+4%) +36

2Ptolemy (Batlamyus) Esitsizligi: Bir ABCD dértgeni i¢in, AB,BC,CD ve DA kenarlar, AC ve BD

kosegenler olmak iizere,

AB-CP< AP-BC+ BP-CA
olur. Esitlik durumu sadece A,B,C' ve D ¢embersel oldugunda gegerlidir.
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81.

=9+ 36 = 45.

ABCD yamugunda koégegenler O noktasinda dik olarak kesigmektedir. M ve NV,
sirasiyla OC' ve OD dogru pargalar iizerinde m(m) = m(m) = 90° olacak
sekilde noktalardir. E, M N dogru parcasinin orta noktasi ise

(a) OMN ve OBA ftiggenlerinin benzer ti¢genler olduklarimi

(b) OF dogru pargasmin AB ’ye dik oldugunu

gosteriniz.

Coziim:

(a) ANC ve BM D dik iiggenlerinde, dik tiggende yiikseklik bagintis1 kullanarak
ONJ2 = 40] - [OC|
ve
OM[2 = 0B - |DO|
elde edilir. AOB ve COD figgenleri benzer tiggenlerdir. O halde

|OA|  |OB|  |AB]
loC|  |0D|  |DC|
ION* _|OA|-|0C|  |DC|

|OA2 — |0AP  |AB|
olur. Benzer gekilde
OM|* _ |DC]|
|OB> — |AB

bulunur. Ayrica OMN ve OBA iiggenlerinde MOP ortaktr. Dolayisiyla bu

iiggenler benzerdir.
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(b) Ilk siktan OMN ve OBA iicgenlerinin benzer oldugu elde edilmisti. O halde
m(OMN) = m(OBA) dur.
OE, OM N figgeninde hipoteniise ait kenarortay oldugunda |OF| = |EM| olur.
Buradan m(m) = m(lﬁJ\O) = m(@) bulunur. m(@ﬂ—m(l@) =
90° oldugundan m(ﬁB\A) + m(@) = 90° ve OE L AB bulunur.

82. G kapali dortgeni igin
(a) Eger iizerinden gegen her dogrunun G ’yi esit iki alana ayirdigi bir X noktasi
varsa GG bir paralelkenardair.
(b) Eger G bir paralelkenarsa, iizerinden gecen her dogrunun G ’yi esit iki alana
ayirdigi bir X noktasi vardir.
Onermelerini ispatlayiniz.
Coziim:
(a) G dortgeninin kogeleri WVY Z olsun. X, dortgenin diginda oldugu zaman
koselere cizilecek paralel dogrulardan en az bir tanesi dortgeni kesmeyeceginden,

X ’in iizerinden gecen her dogrunun G ’yi esit iki alana bolebilmesi i¢in X ’in G

'nin i¢inde olmasi gerekir. G ve X sekildeki gibi olsun X ’in 6zelliginden dolay1

o7

ADVW ve ADY Z nin alanlari egittir. BEVW ve BEY Z nin alanlar da esittir.
Bu alanlarin hepsi G nin alaninin yarisina egittir. ADWV ve BEVW nun ortak
alanlarim ¢ikardiktan sonra kalan BX A ve DX FE iiggenlerinin alanlarinin egit

olmasi gerekir. Yani

1 — 1 —
3 ca-b-sin(BXA) = 3 -d-e-sin(DXE)

esitligi vardir. BX A ve DX E acilan esit oldugu icin
a-b=d-e

elde edilir.
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Benzer sekilde BEVW ve WCFV dortgenlerinin alanlarini kullanarak b - ¢ =
e-fve WCFV ve ADY Z dortgenlerinin alanlarini kullanarak daa-c=d - f
esitlikleri elde edilebilir.

Tk iki esitligi carptigimizda

a-b?c=d-e®-f

bulunur. Son esitligi kullanarak »> = e? elde edilir. b ve e sifirdan biiyiik
tamsayilar oldugu icin bu da b = e oldugunu gosterir. Diger esitlikler de uygun
sekilde carpildiginda a = d ve ¢ = f elde edilebilir.

O halde AX B ve DXF figgenlerinde kenar-agi-kenar benzerligi vardir. Bu da
m(m) = m(m) anlamima gelir. Yani WZ ve VY birbirlerine paralel
dogrulardir.

Ayn gekilde WV ve ZY dogrularim kesen ve X ’den gegen 3 dogru alindiginda
WYV ile ZY ’nin birbirine paralel oldugu gosterilebilir.

Dolayisyla WVY Z bir paralelkenardir.

(b) G, koseleri ABC'D olan bir paralelkenar olsun. Kosegenlerin kesigim noktasini
F olarak alalim. Simdi F' ’den gegen her dogrunun G ’yi esit iki alana ayirdigin
gosterelim.

F ’den gecen ve BC' dogru parcasini F, AD dogru parcasini da H noktasinda
kestigini diisiinelim. Paralelkenarda kosegenlerin kesim noktasi ayni zamanda
kogegenlerin orta noktasi oldugundan |AF| = |FC| ve |FD| = |FB] 'dir. Aym
zamanda AB ve DC de esit uzunluktadir. Dolayisiyla AF B ve DFC tiggenleri
es licgenlerdir ve alanlar1 da esittir.

AD ve BC paralel olduklar igin m(m’) = m(ﬁEJ\C’) ve m(F/’A?I) = m(E/C?)
Ayrica i¢-ters-acilar olduklar: igin m(@) = m(ﬁ) AHF ve CFE {iggenlerinde
|FA| = |FC| oldugundan ve biitiin agilari egit oldugundan bu ii¢genler es
iiggenlerdir ve alanlari aynidir.

F, G ’nin yiiksekligini de iki eg parcaya ayirdigi icin ve taban uzunluklar: ayni
oldugu icin, AFD ve BFC(C figgenlerinin alanlari aymidir. Daha 6énce AFH
ve FFC {icgenlerinin alanlarinin egit oldugunu bulmustuk dolayisiyla BEF ve

HFD iiggenlerinin de alanlar: esittir.

O halde E'H dogru pargasi, G 'yi CB, BE ve AD dogrularina gore esit iki alana
ayirmigtir. Bu F' ’den gecen her dogru icin kolayca genellestirilebileceginden F

"den gecen her dogru G ’yi esit iki alana ayirir.

83. ABC dik ti¢geninde |AB| = |AC|. [AB] iizerinde |AM| = |BP| olacak sekilde M

ve P noktalari alalim. D noktasi da [BC] nin orta noktasi olmak tizere, [C'M] ve
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84.

[BC] iizerinde sirasiyla R ve @ noktalar, A, R, Q@ dogrusal ve AQ ile C M dik olacak
sekilde alinmigtar.

a-) m(AQC) = m(PQB)

b-) m(DRQ) = 45°

oldugunu ispatlayimiz.

Coziim. Genelligi bozmadan noktalarin A, M, P, B seklinde siralandigini kabul ede-
biliriz. ABEC dortgeninin merkezi D olan kare olacak sekilde E noktasi igaretleyelim.

N noktasi da AQ ve EB dogrularinin kesigim noktasi olsun.

a-) m(m) = m(m) ve m(m) = m(m) = 90° olduklarma gore AMC
ve BN A benzer iiggenlerdir. Ayrica |AC| = |BA| olduguna gore bu ti¢genler es
ticgenlerdir. Buradan |AM| = |BN]| esitligini elde ederiz. Bunu soruda verilen
|AM| = |BP] ile birlestirirsek |[BN| = |PB| ¢ikar. m(@) = m(@) ve QB
ortak kenar olduguna gore PQB ile NQB es tcgenlerdir. Buradan m(P/Q\B) =
m(@) elde ederiz ve m(@) = m(]@) olduguna gore m(z@) = m(@)
cikar.

b-) AD ikizkenar iiggende agiortay oldugundan m(ﬂ)\Q) = 90°’dir. m(ﬂ)\Q) =
m(@) ve m(A/Q\C) = m(R/Q\C') olduguna gore ADQ ve RC(Q benzer tiggenlerdir.
Buradan % = % elde ederiz. m(@), DRQ ve ACQ tggenlerinde ortak agi
olduguna gore yukaridaki esitlikten iki iiggenin benzer oldugunu ¢ikaririz.

Dolayisiyla m(@) = m(A/C\Q) = 45° elde ederiz.

ABC figgeninin BC' kenarimin tizerindeki D ve E noktalari, (D, B’ye daha yakin);

AC' kenarmin iizerindeki F' ve G noktalari, (F', C’ye daha yakin); AB kenarimn

tizerindeki H ve K noktalar, (H, A’ya daha yakin) verilmistir. |AH| = |AG| =1,
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85.

|BK| = |BD| = 2, |CE| = |CF| = 4, m(@) =60°olup D, E, F, G, H, K
noktalar1 bir ¢cember {izerindedir. Buna gore ABC' {i¢geninin i¢ teget ¢emberinin

yari ¢apini bulunuz.

Céziim.

|AH| = |AG|, |BK| = |BD| ve |CE| = |CF| oldugundan, kirig teoremini D, E, F,
G, H, K noktalarindan gecen gembere uyguladigimizda |ED| = |FG| = |[HK]| elde
ederiz. Bu uzunluga x diyelim. Bu durumda A BC iiggeninin kenar uzunluklar: x+3,
x+ 5 ve x+ 6 olur. ABC acgisinin 60° oldugunu ve kosiniis teoremini kullanarak
x = 2 elde ederiz. Son olarak, kenar uzunluklar1 5, 7 ve 8 olan bir figgenin i¢ teget

gemberinin yar1 ¢apini bulmak igin, ur = Alan(ABC) formiiliinii kullanarak

5+7+8‘T75-8-sin60°
2 - 2

elde ederiz ve buradan da r = v/3 buluruz.

Koseleri r yarigaph bir cemberin iizerinde olan tiim ABCD dértgenlerini ve |CB| =
|BP| = |PA| = |AB]| olacak sekilde [C' D] kenar1 iizerinde bir P noktas: diigiinelim.

a) Yukaridaki kogulu saglayan A, B, C, D, P noktalarimin varligin1 gosteriniz.
b) Yukaridaki kogulu saglayan tiim A, B,C, D, P noktalar i¢in |DA| = |[DP| = r
oldugunu kanitlayiniz.

Coziim.

a |AB| < r/3 olacak sekilde bir AB kirigi ve ABP eskenar iicgen olacak sekilde
gemberin ic¢inde bir P noktasi alahm. C' noktasi ¢emberin tizerinde, |BP| =
|BC| ve [AC]| N [BP] # ) olacak sekilde secilsin. P ve C noktalarindan gegen
dogrunun cemberi kestigi noktaya D diyelim. Bu sekilde secilen A, B,C, D, P

noktalar1 istenen kogulu saglamaktadir.
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b m(B/P\C’) = m(B/C\P) = z olsun. BPC ikizkenar iiggeninde m(@) = 180° -2z
olur. ABCD Kkirigler dortgeni ve m(Z?C-’\D) = z oldugu igin m(m) = 180° —
x, dolayisiyla m(ﬁ) = 120° — z dir. m(A/B\C’) = 240° — 2z oldugundan
m(m) = 2x — 60° olur. DAP ii¢geninde m(ﬁ) = 120° — z, ve |DA| =
| DP| bulunur.
ABD ve PBD figgenleri eg tiggenlerdir. Buradan m(A/BB) =30°ve |[AD|=r
elde edilir.

86. ABC' iiggeni, A noktasinda dik agihidir. D noktasi, CD = 1 olacak sekilde AB
kenarinin iizerindedir. AE, A noktasindan BC' kenarina olan dik ytiksekliktir. BD =

BE =1 ise, AD kenarinin uzunlugu nedir?

Cozilim: Bu sorunun ¢oziimiine bir kag yaklagimda bulunmak miimkiindiir. Asagida,
iki yoldan ¢oziim yapilacaktir. Birinci ¢6ziim, uzun olmasina ragmen digerine gore
daha basittir.

Geometrik Coziim:

AD =2z, CE =y ve m(A/B?) =t olsun. AE ve CD, F noktasinda kesigsinler.

/\ BCD ikizkenar oldugu igin, m(B/C\D) =t 'dir.

Bu yiizden, m(@) = 90° — ¢ ve bu yiizden de m(@) =90° — ¢ 'dir.

Ayrica, m(@) = m(@) = 90° — ¢ oldugundan dolay1, A DF A ikizkenar ve bu
yizden DF = AD = x dir.

Dolayisiyla, CF =1 — x olur.
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ABE ve CFEF iiggenlerinin her ikisi de birer dik aci igerdikleri ve m(m) =
m(ﬁC\F) oldugu i¢in, bu iki liggen benzerdir.
Bu yiizden, y/(1 —x) = 1/(1 + z) ve dolayisiyla

y=0-2)/0+z) (1)

denklemi elde edilir.

ABC ve ABE fggenlerinin her ikisi de birer dik aci igerdikleri ve m(@) =
m(@) oldugu igin, bu iki tiggen benzerdir.

Bu yiizden, (1 +z)/(1+y)=1/(1 + x) ve dolayisiyla

(1+z)=14y (2)

denklemi elde edilir.

(1) deki y degerini (2) de yerine koyarsak, (1+ )2 =1+ (1—2)/(1+z) =2/(1+z)
ve buradan da (1 + z)? = 2 oldugu goriiliir.

Bu yiizden, AD ’'nin uzunlugu v/2 — 1 bulunur.

Trigonometrik Cozum:

AD =z ve m(@) =t olsun.

/\ BCD ikizkenar oldugu igin, m(B/C\D) =t ’dir.

Ayrica, m(ﬁC’\A) = 90° — ¢ ve bu ylizden m(ﬁC\A) = 90° — 2¢ dir.
Dolayisiyla, m(A/D\C’) = 2t bulunur.

469



87.

88.

ABE ve ADC figgenlerini dikkate alirsak, sirasiyla

cost = 1/(1+x)

cos2t = «x

denklemlerini elde ederiz.

cos 2t = 2cos?t — 1 formiiliinii kullanarak, = = 2/(1 4 x)? — 1 esitligini elde ederiz.
Bu nedenle, (1 +2) =2/(1+ x)? ve dolayisiyla (1 + )% = 2 olur.

Bu yiizden, AD ’nin uzunlugu v/2 — 1 bulunur.

|AB| = |AC| olacak sekilde bir ABC ii¢geninde D, A kosesinden inilen dikmenin
ayagidir. E noktasi ise AB kenari iizeriden bir nokta, m(A/C\E) = m(ﬁ) = 18°
ve |AD| =3 ise |CE| =7

Coziim:AD ve CFE aglortaylarinin kesistigi noktaya I diyelim. I, ABC {iggeninin
igteget cemberinin merkezi olacaktir. O halde I, BA ve BC kenarlarina esit uzakliktadir.

T, I noktasinin AB kenarma izdiigiimii olmak tizere |[ID| = |IT| 'dir. CE dogrusu
iizerinde AP AB olacak sekilde bir P noktas:1 alalim.

m(A/C\E) = m(m) = 18° oldugundan m(@) = 36° ve m(@) = m(@) =
m(I/E71) = 54° olur. Buradan AFET iicgeni |AI| = |EI| olacak sekilde ikizkenar
tiggen olur. Ayrica m(I/A?’) = 90° — m(m) = 90° — 54° = 36° ve m(m) =
90° — m(A/E\P) = 90° — 54° = 36° oldugundan |AI| = |IP| 'dir. T, AE kenarma dik,
ETA ticgeni ikizkenar ve |EI| = |AI| = |IP| olduguicin T', EA, I da E'P kenarlarinin
orta noktasidir. O halde |IT| = 3|AP| dir. m(%) = m(m) — m(@) =
2.54° — 90° = 18° = m(ACP) esitliginden |[AP| = |[PC| = 2|IT| = 2|ID)| elde edilir.

Buradan da
|CE| = |EI|+|IP|+|PC| = |AI|+|AI|+2|ID| = 2(|AI|+|ID|) =2|AD|=2-3=6

bulunur.

Eskenar tiggenin i¢indeki bir noktanin koselere uzakliklar: 3, 4 ve 5 ise tiggenin alanini

bulunuz.

Coziim. Bir ABC iiggeni ve |PA| =5, |PB| = 4 ve |PC| = 3 olan bir P noktasi

alinsin. Ucgeni A noktas: etrafinda 60° sekildeki gibi déndiiriilsiin.
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89.

\P'B| = |PC| = 3, |P'B'| = |PB| = 4 ve |P’A| = |PA| = 5 tir. APP' eskenar
iicgen oldugu i¢in |PP'| = 5 tir. |PB|* + |P'B]* = 42 + 32 = 52 = |PP/)?
vani m(PBP") = 90° dir. APB ve BP'B' iicgenlerinden m(ABP) + m(BAP) =
m(ABP) + m(B'BP') = 120° — 90° = 30° ve m(APB) = 180° — 30° = 150° dir.

APB tiggeninde cosiniis teoremi uygulanirsa
|AB|? = |AP|> + |BP)? — 2.|AP| .cos(m(APB)) = 25+ 12V/3

ve alan
V3

B ~36+25V3
= DTV

S |AB|* = i

bulunur.

Kenar uzunluklar: ve icteger cemberinin ¢api aritmetik dizi olugturan ticgenin dikiicgen

oldugunu ispatlayiniz.

Cozium. igteget cemberin merkezinden ticgenin kenarlarina paralel ¢izilen dogrular
yardimiyla icteget cemberin ¢apinin, licgenin kenarlarindan daha kiiciik oldugu ko-
laylikla gortilebilir. z icteget cemberin capr ve d > 0 aritmetik dizinin fark: ise
{icgenin kenarlar z + d, « + 2d, x + 3d dir. Ucgenin alam S iki farkl yolla hesaplan-

abilir. Uggenin cevresinin yarisi p olmak iizere,

X

py=5=Vp-(0—(x+d) (p—(v+2d)(p— (z+3d)).
Denklemde p = w yerine yazilirsa,

3(z +2d)r \/3(90 + 2d)(z + 4d) (z + 2d)x
4 N 16 ’

Dolayisiyla 3z = & + 4d yani o = 2d. Ucgenin kenarlar z + d = 3d, z + 2d = 4d ve
x + 3d = 5d bulunur. Sonug olarak iiggen dikiiggendir.
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90. p/O\q acis1 icinde yer alan S noktasi, Op dogrusuna P noktasinda, Og dogrusuna ise @)

91.

noktasinda teget olan bir k& cemberinin iizerinde bulunmaktadir. Op dogrusuna par-
alel olan ve S noktasindan gecen s dogrusu ise Og dogrusunu R noktasinda kesmekte-
dir. T noktasi ise SQ R li¢ggeninin ¢evrel cemberi ile P.S dogrusunun kesigtigi noktadir
(T # S). Bu durumda OT'//SQ oldugunu ve OT dogrusunun SQR {i¢geninin ¢evrel

cemberine teget oldugunu gosteriniz.

Cozim. m(@) = 1 ve m(O/Q\S) = 9 olsun. Bu durumda m(@) =
m(]jQ\S) = 1 Ve m((jQ\S) = m(@) = ¢y oldugunu biliyoruz (k ¢emberinin
tegetleri).

YA\

Simdi RS//OP oldugu igin m(O/ﬁg) = m(m) = 1 olur ve RSQT bir kirigler
dortgeni oldugu igin m(@) = m(ﬁ) = ¢ olur.

Dolayisiyla m(O/P\T) = = m(ﬁQ\T) = m(@) oldugundan OPQT dortgeni bir
kirigler doértgenidir. Buradan m(CjO\T) = m(@) = @ = m(O/Q\S) oldugu yani
OT//SQ oldugu goriiliir. Burada OPQT Xkirigler doértgeni oldugundan

m(OTR) = m(OTP)~m(RTS) = m(OQP)~m(RQS) = (p1+¢2)—p2 = o1 = m(RQT)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla OT dogrusu SQR iiggeninin gevrel gemberine tegettir.

ABCD dort yiizliisiintin agirlik merkezi ile A ve B kosgeleri arasindaki uzaklik esit
olduguna gore
|AC|? + |ADJ* = |BC|* + |BD|?

oldugunu gosteriniz.

Coziim. A, B, C ve D noktalarimin vektorleri sirasiyla 74, 75, 7c ve Tp; dort
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yiizliiniin agirlik merkezi T noktasi olsun. Burada verilen durum

olarak ifade edilebilir. Dolayisiyla bu denklem vektorel olarak ifade edildiginde
(7 — 7a)? = (Fp — 7'p)*
ve bunun sonucunda
7:?4 — 7:% — 2. 7477 + 2. 7.7 =0

1
elde edilir. Son denklemde 7 = Z(F A+ T + 7o + 7p) degisimi uygulandiginda

7 — 75 — Fao + Fp.fo — Fafp + Tp.7p =0

esitligi elde edilir.
Ote yandan soruda istenen esitlik
(Fe = 7a)* + (Fp = 7a)* = (Fo = 75)” = (Fp = 73)” = 0
olarak ifade edilebilir. Burada buldugumuz bir 6nceki denklemin bu denkleme esit
oldugu kolayca gorilebilir.

. ABC {iggeninin i¢ teget gemberi BC, CA ve AB kenarlarina sirasiyla Aj, By ve
C1 noktalarinda degiyor. Bu durumda A; B1C ii¢geninin agilarim1i ABC' {iggeninin

acilar1 cinsinden ifade ediniz.

Coziim. AC1 By, BA1Cy ve CBy Ay licgenleri ikizkenar tiggenlerdir.

Dolayisiyla
_— — 1
m(BAlCl) = m(BC’lAl) = 900 — 55
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ve

— T 1
m(CBlAl) = m(CAlBl) =90° — 5’)/

oldugunu biliyoruz. Buradan da,
o A A B 1 °© 1
a; = 180° — m(BAlCl) — m(C’AlBl) = §(ﬂ +’y) = 90" — §Oé

1 1
elde edilir. Benzer gekilde 5 = 90° — 55 ve y1 = 90° — 37 olarak bulunur.

93. p ve q yaridogrular1 O noktasinda kesigiyorlar. A ve C' noktalar1 p tizerinde, B ve D

94.

noktalar1 ¢ tizerinde olmak iizere, C D dogrusu O AB ii¢geninin A kdsesinden ¢izilen
kenarotayima paralel olduguna goére AB kenarmmin OCD ftiggeninin D kogesinden

cizilen kenarortayina paralel oldugunu gosteriniz.

Coziim. D noktasindan AB dogrusuna cizilen paralelin p noktasimi kestigi yere M

ve A noktasindan DC' dogrusuna ¢izilen paralelin ¢ noktasin kestigi yere N diyelim.

|OM| _ |OD|

OAB ve OMD figgenlerinin benzerliginden T04] = [oB] Ve benzer sekilde OCD
ve OAN ficgenlerinin benzerliginden % = % bulunur. Yani |[OM]|.|OB| =

|OC|.|ON]| dir. CD dogrusu OAB iiggeninin kenarortayma paralel oldugu i¢in AN
kenarortaydir. Dolayisiyla OB kenarmin orta noktast N dir. Yani, |OB| = 2|ON]|
dir. |OM|.|OB| = |OC|.|ON| den dolay1 |OC| = 2]0M]| dir. OCkenarinin orta
noktas1 M dir yani sonug olarak DM dogrusu OCD iicgeninin kenarortayidir.

Bir ABC figgeninde, |AB| = |AC|, D noktasi [BC] nin orta noktasi olsun. M, [AD]
nin orta noktasi ve N noktasi D noktasmin [BM] iizerindeki dik izdiigiimii olmak

lizere, m(m) = 90° oldugunu kanitlayiniz.

Coziim. ABDS paralelkenar olacak sekilde bir S noktas1 alalim. ADC'S nin bir
dikdortgen oldugu aciktir. R noktasi dikdortgenin kosegenlerinin kesigim noktasi
olsun. DNS dik tiggeninde [NR], [SD] ye ait kenarortay oldugundan |[NR| = 1/2 -
|SD| =1/2-|AC]| olur.
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R noktasi [AC] nin orta noktast ve [NR| = 1/2 - |AC| oldugu igin ANC' iicgeni
dikagili bir iiggendir. Yani, m(m) = 90° dir.

ABC, m(@) = 90° ve |AB| = |AC]| olacak gekilde bir iiggen olsun. BC' kenari
iizerindeki N noktasi ise, yine BC' kenar: iizerindeki M noktasi ve C' noktasinin

arasinda olacak gekilde ve
|IBM|?> — |MN|?> +|NC}*> =0
esgitligini sagladigina gore, m(]\m ) = 45° oldugunu gosteriniz.
Coziim. Kosiniis Teoreminden,
IMN|? = |AM|? + |AN|2 — 2|AM| - |AN| - cos(M AN) (18)
oldugunu biliyoruz. Yine Kosiniis Teoreminden
|AM|? = |AB|? + |BM|? — 2|AB| - |BM| - cos(45°)

ve

|AN|? = |AC|? + |CN|? — 2|AC| - |CN]| - cos(45°)

bulunur. Burada (18) esitliginde | AM |? ve | AN|? degerlerini yerlerine yazdigimizda,
|AB| = |AC| oldugundan

2|AB|?> — |AB| - |BM|v2 — |AB| - |CN|\/2

MAN) = 1
cos(MAN) 2] AM]| - | AN (19)
elde ederiz. Ote yandan,
Alan(MAN) = Alan(ABC) — Alan(ABM) — Alan(ACN)
_ 2|AB|* - |AB|-|MB|vV2—|AB|-|CN|\V2
B 4
ve -
Alan(MAN) = |AM]| - ]AN2|sm(MAN)
oldugunu bildigimizden, bu iki esitligi birlestirdigimizde
—— 2|AB|?—|AB|-|BM|V2 — |AB| - |CN|V2
sin(JTAN) = |AB] — |AB| - |BM|V2 — |AB| - |CN|V2 (20)

2|AM| - |AN]|
esitligini elde ederiz.
Sonug olarak, (19) ve (20) esitliklerini kullanarak tan(]\m ) = 1 olarak bulunur.
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96.

97.

Yani m(MAN) = 45°'dir.

Dar agilh ABC iiggeninin AC' ve BC' kenarlarimin dig tarafinda ACXFE ve CBDY
kareleri bulunmaktadir. Bu durumda AD ve BE dogrularimin kesigtigi noktanin,

ABC figgeninin C noktasindan inen yiiksekligi tizerinde oldugunu gosteriniz.

Cozliim. AD ve BE dogrularinin kesisgtigi noktaya H diyelim. Ayrica AT LEB ve
CT L AB olmak iizere de bir T" noktasi olsun. Bu durumda |FA| = |AC], m(B/E\A) =
m(T/A\C’) ve m(A/Z-?E) = m(A/T?Z’) oldugundan EAB ve ACT figgenleri benzerdir.
Dolayisiyla |CT| = |AB]| olur.

Simdi BT' 1L AD ve CT'LAB olacak sekilde bir 7" noktasi olsun. Yukaridakine
benzer bir argiimanla ABD ve T'C'D fii¢genlerinin benzer tiggenler oldugu goriiliir
ve dolayisiyla |CT'| = |AB| olur. Bu durumda |CT| = |CT’| olur ki bu da T ve
T’ noktalarmin aym nokta oldugunu gosterir. Burada ABT ti¢geninin yiikseklikleri
BE, AD ve TC dogrulan tizerindedir. Dolayisiyla H noktasi diklik merkezidir ve
C'T dogrusu iizerinde yer almaktadir. Sonug olarak AD ve BFE dogrularinin kesigtigi

nokta ABC ii¢geninin AB kenarima inen yiiksekligin tizerindedir.

Bir digblikey ABC'D dortgeninin i¢ teget cemberinin merkezi I olsun. m(m ) =
m(@) /2 olacak sekilde, [AI] ve [CI] dogru pargalar: tizerinde, sirasiyla, M ve N
noktalar segilsin. m(]\m )= m(ﬁ) /2 oldugunu kamtlayimz.
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Coziim. [BI], ABC agsim aglortayi

oldugu igin, m(fTB\I) = m(B)/2 dir.
Dolayisiyla, m(m) = m(I/BTV) ve

m(ﬁB\I) = m(]m) olur.

m(ABM) = m(IBN) = a1, m(MBI) =
m(NBC) = ag, m(ADM) = B1,m(MDI) =
B2, m(I/DTV) = (3 ve m(]ﬁ)\C’) = (34 olsun.
AMB ve MBI {icgenlerinde siniis teore-

minden
|AM| _ |BM] e |MI1] _ |BM|
sinar  sin(A/2) sinaz  sin(BIM)

elde edilir.

Dolayisiyla R
sina;  |AM] - sin(A/2)
sinas || - sin(BIA)

bulunur. Benzer sekilde, AM D ve MID iicgenlerinden

sinfy  |AM| - sin(A/2)
sinfla |MI|-sin(DIA)

elde edilir. Dolayisiyla
sina;  sinfB; sin(DIA) ()
sinag  sin o sin(ﬁ]?l)

olur. Benzer sekilde, 6nce IBN ve N BC sonra da IDN ve N DC iiggenlerinde siniis

teoremini kullanip

sinag  sin B4 sin(ﬁI\C’)

sina;  sinfs sin(B/IZ')

(%)

elde ederiz. Simdi ABI ve DIC {iggenlerini diiglinelim:

m(A) _m(B)
2 2

m(A)  m(B)  m(C)  m(D) m(A)  m(B)
( 9 Ty Tt T >_ 2

m(BIA) = 180° —

2 2
= 180° — m(DIC)

yani, sin(@) = sin(lﬁ) dir. Benzer gekilde, AID ve IBC {i¢genlerinden,
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98.

sin(m) = sin(@) oldugunu goriiriiz. () ve (#x*) taraf tarafa garpilirsa

sinf3;  sinf3
sinfBy  sinfy

elde edilir.

o o sin
Bi+ B2 = B3+ Bs = m(D)/2 < 90° oldugu icin, f(3) = _mﬁ)ﬁ
_ sin(=5~ — )
B € (0, m(2 )) aralaginda artandir. Dolayisiyla, 61 = B3 ve 8o = (B4 olur. Bu da bize
m(]m) = m(D)/2 verir.

fonksiyonu

3 b
Kenar uzunluklari a, b, ¢ br olan bir liggende — < a + + ¢ < 2 oldugunu
27 b+c c+a a+d

kanitlayiniz.

Coziim. Esitsizligin sol tarafi aslinda biitiin a, b, ¢ pozitif reel sayilar: icin gecerlidir.

Bunu kanitlamak icin yeniden diizenleme esitsizligini kullanacagiz.

Bu esitsizlige gore, a1 < a9 < --- < a, ve by < by < --- < by, reel sayilar olsunlar.
(c1,¢2,+++ ,¢n), (b1,b2,- -+ ,by) in herhangi bir permiitasyonu olmak {izere,

arby + -+ apby, > arcy + -+ apcp > arby, + - - apby

esitsizligi gecerlidir ve esitlik durumlar: ancak (¢, co, - - - , ¢,,) permiitasyonu (b, ba, - - -, by,)

veya (bp,bp—1,- - ,b1) halinde gegerlidir.

Yani, {a,} ve {b,} dizilerindeki terimlerin karsilikli ¢arpimi, bu iki dizinin aym
sekilde (artan veya azalan olarak) siralanmasi halinde maksimum ve ters siralanmasi

halinde minimum degerini alir.
Simdi @ < b < c olsun. {a,b,c} ve {ﬁ, CJ%Q, a%rb} dizileri aym sekilde (artan olarak)

L1 1 ve {1, L L1 permiitasyonlarmi

siralanmigtir.  Ikinci dizinin {C_%a, pru S e a5 Ire ot

diigliniirsek,
a b c_ 4 b c

b+c+c+a+a+b_ c+a+a+b+b+c

ve
a b c a b c

b+c+c+a+a+b_ a+b+b+c+c+a

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikleri taraf tarafa toplayip ikiye boliince istenen

esitsizligin sol tarafi bulunur. Esitligin de miimkiin olabilecegini, a = b = ¢ iken

acikca goriiriiz.

Esitsizligin sag tarafin1 kanitlamak icin, a,b,c nin bir tiggenin kenar uzunluklar:

olduklarini dikkate almaliyiz.

Her hangi bir liggende, s = (a+b+c)/2 olmak iizere, a+b > ¢ oldugu i¢in a+b > s dir.
b a

Dolayisiyla, & <  dir. Benzer sekilde, GLJFC < 7 ve ;. < ¢ dir. Bu esitsizlikleri
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99.

taraf tarafa toplarsak, _$7 + a%rc + 35 < %b“ = 2 elde edilir.

Kare seklindeki tarlanin icine yerlestirilmis bir karinca, tarlanin koselerinin birinden
13 metre, bu kosenin ¢apraz olarak karsisindaki kogseden 17 metre ve {igiincii bir
koseden de 20 metre uzakliktadir. Tarlanin alanini bulunuz. Burada, arazinin

diizgiin oldugu varsayilmaktadir.

Coziim. Karenin koselerini A, B, C' ve D olarak isimlendirelim. Karinca, |PB| =
13, |PC| =20 ve

|PD| = 17 olacak sekilde bir P noktasindadir. C'DP ti¢genini, C' noktasimin etrafinda
saat yoniiniin tersinde 90° dondiiriirsek D noktas1 B ’ye, P noktasi da @ ’ya gider.
Tanimdan dolay, s(@?) = 90° ’dir. Bu yiizden, pisagor teoreminden |PQ| = 20/2
olur. Ayrica, PQC fliggeni ikizkenar oldugundan s(@) = 45° “dir.

B A

17 13

20 17
20

C D

Kosiniis kuralim1 BQ P ti¢genine uygulayarak,
172 = 13% 4 (20v/2)? — 2-13-20v/2- cos QPB

esitligini elde ederiz. Buradan, cos QPB = 174/2/26 olur. O halde, sin? QPB =
1 — cos®> QPB = 49/338 "dir. Buradan, sin QPB = 7+/2/26 olur.

s(CPB) = s(QPB) + s(CPQ) = s(QPB) + 45°
oldugunu biliyoruz. Bu yiizden,

cosCPB = cos(QPB+ 45°)

= cosQPB-cos45° —sin QPB-sin45° (cos(a + b) = cosa-cosb — sina-sin b)

= (cosQPB —sinQPB)/V2
= (10v/2/26)/Vv2
= 5/13
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bulunur. Kosiniis kuralini, C'PB {i¢genine uygulayarak
|BC|? = 20% 4 13% — 2-20- 13- (5/13) = 369

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla, tarlanin alan 369 m? olur.

Not Yukaridaki method, |PB| = a, |PD| = b ve |PC| = c olacak sekilde, genel

durumlar: ¢ézmek i¢in kullamlabilir. |BC| = s dersek,

= Sl 0+ AR@ T — &)~ (@~ PP

esitligini elde ederiz. Yukaridaki formiiliin a ve b 'ye gore simetrik olduguna dikkat
etmeliyiz.

|PA| = d olsun. a? + b? = % + d? oldugunu gostermek zor degildir. Bu durum,
yukaridaki ¢oziime kisa bir yol saglar. Ornegin, (a,b,¢) = (1,7,5) ise simetriden
dolay1 d = 5 olur. 1 ve 7 (PB ve PD) uzunluklarmin uzakliklar1 dogrusaldir. Bu

yiizden, karenin kogegeni 8 m ’dir. Dolayisiyla, alani da 32 m? ’dir.

100. Ikizkenar bir ABC iicgeninin (JAB| = |AC|) AB kenan fizerinde BCD agis1 15°
olacak sekilde bir D noktasi yer almaktadir. |AD| = 1 birim ve |BC| = /6 birim

ise CAB acisinin 6lgiisii kag derecedir?

Cozim.

ABC agisinin 6lgiisiine ¢, AC' kenarinin uzunluguna da x diyelim. m(m) =t+15,

m(D/C’\A) =t — 15 derece olur. ADC iiggeninde siniis teoremini uygularsak

|AD|  sin(t — 15)
|AC|  sin(t + 15)

(21)
elde edilir. A kogesinden BC' kenarina bir dikme inersek

COS(t)_l @_@
2 JAC| 2z
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bulunur. Bu esitligi kullanarak

|AD| 1 2cos(t)

|AC] = 6

(22)

yazabiliriz. (21) ve (22) numaral denklemleri birbirine egitleyerek ¢ = 45° in bir

¢Ozliim oldugu goriiliir.
sin(45—15) 1
sin(45 4+ 15) /3
2cos(45) 1
V6 V3
t = 45 in tek ¢6ziim oldugunu goéstermek i¢in (1) numarali denklemin sag

tarafin1 doniigim formillerini kullanarak acalim ve sin(¢) sin(15) e bolelim;

sin(t — 15) _ sin(t) cos(15) — cos(t) sin(15)
sin(t 4 15) sin(t) cos(15) + cos(t) sin(15)
cot(15) — cot(t)

(15)
N (15) + cot(t)

cot

15 < t < 90 oldugu agiktir. Bu aralikta f(¢) = ZL\/%G) kesin azalan

bir fonksiyondur. Verilen aralikta cot(t) azalan bir fonksiyon oldugu igin g(t) =
cot(15)—cot(t)
cot(15)+cot(t)
igin t = 45 tek ¢oziimdiir.

kesin artan bir fonksiyondur. f(¢) ve g(t) stirekli fonksiyonlar oldugu

t = 45° oldugu igin CAB agis1 da dik agidir.

n > 4 olmak kaydiyla, her pozitif n tam sayisi i¢in, herhangi bir iiggenin n ikizkenar

liggene ayrilabilecegini gosteriniz.

Coziim. Her iiggen, en uzun kenara olan yiikseklik ¢izilerek (bu yiikseklik her zaman
icgenin iginde yer alacagindan), iki dik {iggene ayrilabilir. Bu iki dik ti¢ggenin her

biri ise, hipoteniise inen kenarortay: cizilerek iki ikizkenar tiggene ayrilabilir.

Eger bu dort ikizkenar licgenden birini daha yukaridaki gibi dorde bolersek, boylece
bir ticgeni yedi ikizkenar iiggene ayirmisg oluruz. Bunu her yeni licgene uygulaya-
bildigimize gore, bir iicgeni k € Z* olmak iizere 4+3k ikizkenar iicgene bolebildigimizi
gostermis olduk.

Simdi bir ticgeni nasil alt1 ikizkenar ticgene boélebilecegimize bakalim. Yine en
uzun kenara ytiksekligi cizerek baglayalim. Bu sefer dik licgenlerden sadece birinin
hipoteniis kenarortayim cizelim ve diger licgeni de dorde bolelim. Boylece ticgeni

alt1 ikizkenar iiggene bolmiig olduk.
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Burada her bir iiggenin de dort ikizkenar tiggene boliinebildigini de bildigimize gore,
bir tiggeni k € ZT olmak iizere 6 + 3k ikizkenar iicgene bolebildigimizi gostermis
olduk.

Simdi ise bir liggeni nasil bes ikizkenar tiggene bolebildigimizi gostermeliyiz ki ispat
tamamlanmig olsun. Ucgenin késelerine A, B, C diyelim ve |[AB| > |AC| olsun.
AB iizerindeki bir noktaya ise, |AC| = |AD| olmak tizere D noktasi diyelim. Bu
durumda ACD iiggeni ikizkenar olur ve BCD iiggenini de buldugumuz yéntemle
dort ikizkenar tiggene bolerek, ABC' tiggenini beg ikizkenar iiggene ayirmig oluruz.
Buradaki her yeni iiggeni de dort ikizkenar iiggene bdlebilecegimizden, bir ABC
tiggenini, |AB| > |AC| olmak kaydiyla, k € ZT olmak iizere 5 + 3k ikizkenar iiggene
bolebildigimizi gostermis olduk.

Son olarak |AB| > | AC| olarak kabul edemeyecegimiz durumu, yani tiggenin egkenar
olmasi durumunu inceleyelim. Bu durumda, AC kenari tizerinde, C kdgesinden farkls,
ve |AD| > |DC| olmak tizere bir D noktasi olsun. D’den gecen ve AB’ye paralel olan
dogru ise BC ile E noktasinda kesigsin. Bu durumda DCFE {i¢geni ikizkenar olur.
Ayrica ABED yamugu da ikizkenar olacagindan, kogeleri bir ¢gember tizerindedir.
Bu ¢emberin merkezi de ABED yamugunun iginde olduguna goére, AOB, BOE,
FEOD ve DOA ikizkenar iiggenlerdir.

ABC {i¢geninin yiikseklikleri h, > 3 cm, hy > 4 cm ve h. > 5 cm esitsizliklerini

sagladigina gore, bu iiggeninin alaninin miimkiin olan en kiiciik degerini bulunuz.

Coziim. ABC iggeninin kenarlari a, b, ¢ olsun. Bu durumda h; yliksekligi B

kosesinden AC' dogrusuna olan en kisa dogru pargasi oldugundan

CZhb
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esitsizligini saglar. Dolayisiyla ABC' {i¢ggeninin alani S;

h hyh
S = 020 > =5 = 10 em?®
esitsizligini saglar.
h hyh
Simdi ABC {icgeninin alani tam olarak 10 cm? ise, S = CQC > 1)26 > 10 cm?

esitsizliklerinin her ikisi de esitlik olmalidir. Yani ¢ = hy = 4 cm ve ayn1 zamanda
he = 5 cm olmaldir. Burada birinci egitlik ABC tiggeninin, A kogesindeki agisi
dik olmak tizere bir dik iiggen oldugunu gosterir. Bu durumda dik kenar AC, b =
he = 5 cm denklemini saglar. Buradan da hipoteniis BC'nin /41 oldugu giiriiliir.
S = %aha alan formiliinden ise

25 20
hg = — = ——cm >3 cm

a V41
elde edilir.

Sonug olarak goriiliiyor ki, dik kenarlar1 b = 5 cm ve ¢ = 4 cm olan bir ABC dik
iiggeni soruda istenen kogullar: saglar. Dolayisiyla verilen 6zellikleri tagiyan bir ABC

ficgeninin miimkiin olan en kiiciik alani 10 cm? olur.

ABC iiggeninde A agisimin agiortayi, ABC iiggeninin g¢evrelgemberi ile A; nok-
tasinda kesigiyor. Aymi sekilde B acisimin acgiortayr cevrelcemberi B; noktasinda,
C agisinin agiortayr da C7 noktasinda kesiyor. AA; dogrusu B ve C kogelerindeki
dig agilarin agiortaylar: ile A° noktasinda kesigiyor. B° ve C° noktalar1 da benzer

sekilde tanimlaniyor.

Alan(A°B°C°) = 2-Alan(AC1BA,CBy)
> 4. Alan(ABC)

oldugunu gosteriniz.
Coziim:

I noktasi, i¢ aciortaylarm kesigim noktas: olsun. Oncelikle |A1I| = |A; A°| oldugunu
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gosterelim.

1~ 1

m(AB) = Sm(A)+ ;m(B)

_— 1 -~ 1~
m(IBA;) = im(B)—i—im(A)
m(LAB) = 90° — m(A,1B)
m(A BA°) = 90°—m(IBA,)

= |A1B|=|A1A°|
= |TA;| =|A14°%|

O halde Alan(IA;B) = Alan(A°A;B) olur.
I noktasinin bir kosesi oldugu ve altigeni olusturan diger beg licgende de ayni iglemi

tekrarlayarak
Alan(AOBOCO) =2- Alan(AClBAchl)

oldugu bulunur.

Esitsizligi ispatlamak i¢in ABC tiggeninin yiiksekliklerini ¢izelim. Bu yiikseklikler H
noktasinda kesigsin. H noktasinin BC' kenarina gore simetrigi X, AC kenarina gore
simetrigi Y, AB kenarina gore simetrigi de Z olsun. Bu noktalar ABC' ii¢geninin

cevrel cemberi iizerindedir.
A1, BC yaymin orta noktasi oldugundan Alan(BA;C) > Alan(BXC) dir. O halde

Alan(A°B°C°) 2. Alan(AC1BA,CBy)
2. Alan(AZBXCY)
4. (Alan(BHC) + Alan(CHA) + Alan(AHB))

4- Alan(ABC)

v
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105.

elde edilir.

AC kenart AB kenarindan uzun olan bir ABC' iiggeni verilsin. BX = CA olacak
sekilde BA kenarim1i A yoniinde uzatalm. CY = BA olacak gekilde C A kenari
iizerinde Y noktasini alalim. BC' kenarinin orta dikmesinin XY dogrusu ile kesigtigi
yere P diyelim. m(@) + m(@) = 180° oldugunu gosteriniz.

Coziim C' AB agisinin aci ortaymmin BC' kenarini kestigi noktaya R, ABC {iggeninin
gevrel cemberini kestigi noktaya @ diyelim. XY dogrusunun BC' kenarimi kestigi
nokta T' ve BC kenarinin orta noktasi M olsun. BQ = QC' ve m(m) = m(Cﬂ\C’)

oldugu icin ) noktasi PM dogrusu tizerindedir.

AB = CY ve BX = CA oldugundan dolay1 AX = YA dir. Dolayisiyla, XAY
icgeni ikizkenardir. Bu durumda, m(m) = m(m) = (180° — m(ﬁ))/Q =
m(C/’ﬂ%) dir. Dolayisiyla XY dogrusu AR dogrusuna paraleldir. Buradan ACR
iiggeni ile YCT 1tiggeni benzerlerdir. % = % = g—‘g. Aciortay teoreminden,
% = g—ﬁ dir. Son iki denklemden, CT' = BR bulunur. M BC' kenarmin orta
noktasi oldugundan dolay1t MR = MT dir. m(P/]\ﬁ”) = m(CﬁJ\R) ve PT ile RQ
paralel olduklarindan dolayr PMT iiggeni ile QM R {i¢geni denklerdir. Dolayisiyla
PM = QM dir. Buradan, BM P figgeni ile BM(Q tggenlerinin denk olduklar:

soylenebilir. Dolayisiyla,

m(PBM) = m(QBM)

= m(m) (ayn1 agiy1 goren gevre agi)

= m(@) /2 (AQ, BAC agisiin a1 ortay1 oldugu igin)

PMB acis1 dikacit oldugu igin, m(@) = 2m(§3]\\4) = 180° — 2m(m) dir.
Buradan istenen sonu¢ m(BPC) + m(BAC) = 180° elde edilir.

ABC ikizkenar (JAB| = |AC]) ticgeni veriliyor. B € |MC| olacak gekilde bir M

noktasi seciliyor. AM B tliggeninin i¢ teget cemberinin yarigap: ile AMC' {iggeninin
485



M kosesine karsilik gelen dis teget cemberinin yaricapi toplaminin sabit oldugunu

ispatlayiniz.

Coziim.

M AC figgenine Stewart Teoremini uygularsak:
|IMA|?-|BC| +|AC|* - |MB| = |AB|* - |MC| 4+ |[MB| - |MC| - | BC|
esitligini elde ederiz. |[AB| = |AC/| olduguna gore esitligi:
IMA|?-|BC| =|ABJ* - |MC — MB|+ |MB|-|MC)| - |BC|
sekline getirebiliriz ve [MC| — |M B| = | BC| olduguna gore:
|MAJ* = |AB|* + |MB| - |[MC|

esitligini elde ederiz.

M AB iiggeninin igteget cemberinin yaricapr r, M AC iiggeninin M kenarina kargilik
gelen dig teget gemberinin yaricapt R, A dan BC' kenarina indirilen dikme h olmak

uzere,

2. A(AMAB) 2. A(AMAC)

r= e = azilabilir.
IMA|+ |MB| + |AB] IMA[+|MB| - |[AB] 7
Esitlikleri h ye bolersek:
MB R MC
r | | ve — | | elde ederiz.

h ~ [MA|+|MB|+ |AB]| h — |[MA[+ |MB| - |AB]

Buradan da

r+ R _ |MB|(MA| +|MC| - |AB|) + |[MC|(|MA| + M B| + |AB|)

h (IMA] +[MB| + |AB|) - (|MA[ 4+ [MC| — |AB]|)
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106.

bulunur. Payday1 acip |[M A|? yerine yukarida buldugumuz esitligi yazarsak

r+R |MB|(|MA| + |MC| — |AB|) + |MC|(IMA| + |MB| + |AB]|)
h |MB|-|MC|+ |[MB|-|[MA| — |MB| - [AB| + |MC| - |MA| + [MC| - [MB| + [MC| - |AB]

T‘ZR =1 buluruz. Bu esitlikten de » + R = h elde edilir. Diger bir deyisle r + R

secilen M noktasindan bagimsiz olmadan sabit ve h ye esittir.

ABC dar acgilh bir iiggendir. BC' kenar: tizerinde bir D noktasi alalim. FE ve F
noktalar1 da sirasiyla, D noktasinin AB ve AC kenarlarina dik izdiigiimii olsun. BF
ve C'E dogrularinin kegistigi noktaya da P diyelim. AD dogrusunun BAC ii¢geninin
aglortayl olmasinin ancak ve ancak AP ve BC dogrularinin birbirine dik olmasi

durumunda oldugunu gosteriniz.

Cozim. a,b,c,x,y sirasiyla BC,CA, AB, BD ve DC kenarlarinin uzunluklar ol-

sun. A kogesinden BC' ye inilen dikme ayagina A’ diyelim.

Eger AP, BC ye dik ise Ceva Teoreminden ﬁ/‘% . % . g—g = 1 esitligini elde ederiz.
Ayrica AD dogrusunun aglortay olmasi % = % ile esdegerdir.

Elde ettigimiz bu iki esitligin egdeger oldugunu gostermek yeterlidir.

|CF| =y-cos(C), |[FA| =b—y-cos(C), |BE| = x-cos(B), |AE| = ¢ — = - cos(B),

|IBA'| = ¢ cos(B) ve A'C =b-cos(c) olduguna gore esitligi
cos(B) - ycos(C) - (¢ — x - cos(B)) = bcos(C) - (b —y - cos(C)) - xzcos(B)
sekline cevirebilirz. Buradan da
cy-(c—xz-cos(B))=bx-(b—y-cos(C))

.. T . . 2 2_ 12
elde edilir. Kosiniis teoreminden yararlanarak cos(B) yerine % ve cos(C)
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107.

. 2,12 2 1.
yerine % yazarsak, esitlik

a? + 2 — b2
2ac

a? 4+ b2 — 2

=b’z —b
YT

Ay — cxy
haline doniigiir. Bu da
¢*y(a —z) = b’a(a—y)

ile egdegerdir. @ —x = y ve a — y = x olduguna gore c?y? = b%z? yani cy = bx
|AB| _ |BD|

esitligini elde ederiz ki bu da [AC] = 1D ile egsdegerdir.
Iki benzer {icgenin tam say1 degerli kenar uzunluklarmm ikisi birbirine esit olsun.

Uciincii kenarlarmin fark: 20141 ise, biitiin kenarlarim bulunuz.

Cozum: Kiigiik tiggenin kenar uzunluklarmmn ¢ < b < ¢ igin (a,b,c) oldugunu
varsayalim. O halde, biiytik iiggenin kenar uzunluklarn ka < kb < kc i¢in (ka, kb, kc)
olur. Burada, k > 1 rasyonel say1 olup, benzerlik oranidir.

a < ka ve kc > c oldugu aciktir. Bu yiizden, ne a ne de kc ortak kenar olamaz.
Dolayisiyla, ortak kenarlar b = ka ve ¢ = kb = k%a olmak zorundadir.

O halde, kiiciik iicgenin kenar uzunluklan (a, ka, k?a), biiyiik iicgenin kenar uzun-
luklan ise (ka, k?a, k3a) olur.

k =n/m, (n,m) = 1 olacak sekilde bir kesir olsun.

En uzun kenar dikkate alalim, k3a = an®/m? olur.

k =n/m, (n,m) = 1 olacak sekilde bir kesir oldugu i¢in, ya m = 1 'dir, yada (m > 1
ise) m3, n®’ii bolemez.

Her iki durumda da m?, a’y1 bélmek zorundadir.

p bir tam say1 olmak iizere, a = pm? olsun. O halde, kenarlar (pm?, pm?n, pmn?)
ve (pm?n, pmn?, pn?) seklinde yazilirlar.

Ortak olmayan iki kenar arasindaki farkin 20141 oldugunu biliyoruz.

Bu yiizden, pn® — pm3 = p(n — m)(n? + nm + m?) = 20141 "dir.

20141 sayisinin asal ¢arpanlar: 11 ve 1831 ’dir.

Aritmetigin temel teoreminden, yukaridaki asal carpanlar tektir ve bu yilizden, p,
(n—m) ve (n? +nm+m?) degerlerinin her biri, 1, 11, 1831 ya da 20141 sayilarindan
birini almak zorundadir.

Asagida, bu dort durumu dikkate alalm : n —m = 1, 11, 1831 ya da 20141.

n—m=1831 ve n—m = 20141 durumu:

Bu iki durumda da, n > 1831 ve bu yiizden n? + nm + m?

> 11 olacagindan
(n —m)(n? +nm +m?) > 20141 olur. Dolayisiyla, bu iki durumun olmasi miimkiin
degildir.
n—m = 1 durumu:
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108.

n —m = 1 oldugunu varsayalim.

O halde, n? + nm +m? = (m +1)> + m(m + 1) + m? = 3m? + 3m + 1 'dir.
3m?+3m+1 = 11 ve 3m?+3m+1 = 1 denklemlerinin pozitif tam say1 ¢oziimlerinin
olmadigin kolayca gorebiliriz.

Simdi, 3m? + 3m + 1 = 1831 denklemini dikkate alalim. Sadelestirme yaparak
m? +m — 610 = 0 denklemini elde ederiz.

Ikinci dereceden denklemin diskriminantini, bir tam sayimimn karesi seklinde yazamay-
acagimizdan dolayi, denklemin kokleri irrasyoneldir.

Benzer sekilde, 3m2+3m+1 = 20141 denklemini dikkate alirsak, denklemin koklerinin

irrasyonel oldugunu goriiriiz.
n—m =11 durumu:

Son olarak, n —m = 11 oldugunu varsayalim.

O halde, n? + nm +m? = (m + 11)2 + m(m + 11) + m? = 3m? + 33m + 121 ’dir.
3m? + 33m 4 121 = 11 ve 3m? + 33m + 121 = 1 denklemlerinin pozitif tam say1
¢Ozumlerinin olmadigini kolayca gorebiliriz.

Simdi, 3m? + 33m + 121 = 1831 denklemini dikkate alalim. Sadelestirme yaparak
m? + 11m 4+ 570 = 0 denklemini elde ederiz.

Diskriminant yardimiyla, denklemin kéklerinin m = (—11 + 4/2401)/2 oldugunu
buluruz. Sadece m = 19 pozitif koktiir. Bu durumda, n = 30 bulunur.

Bu yiizden, (n — m)(n? + nm +m?) = 11 x 1831 = 20141 ve p = 1 olur.
Dolayisiyla, benzerlik kriterini saglayan tek aday ¢ifti (6859, 10830, 17100) ve (10830,
17100, 27000) “dir.

Kenar uzunluklarindan olusan her iki kiimede tiggen esitsizligini (herhangi iki kenarin
toplam tigiincii kenardan biiytiktiir) saglar.

Sonug olarak, iiggenlerin kenarlar1 (6859, 10830, 17100) ve (10830, 17100, 27000)
"dir.

Koseleri bir ¢emberin tizerinde bulunan ABCDE besgeninde , AC||DE ve M, BD
dogru pargasmin orta noktasidir. m(m) = m(B/J\J\C) oldugunda BE nin AC yi

iki esit parcaya ayirdigini gosteriniz.




109.

Coziim. BFE, AC ile N noktasinda kesigsin ve
P de AB nin orta noktasi olsun. m(@) =
m(BDC) = o, m(ABE) = m(CBD) = 3 ve
m(m) = m(@) = ~ olarak belirtelim.
Buradan ABN ve DBC nin benzer ii¢genler
olduklar1 goriilir. Bu tgenlerde AB ve BD
kenarlarina bakan acilar egit ve P, AB nin, M
de BD nin orta noktalar1 olduklar: icin BPN ve

BMC iiggenlerinin benzer olduklar1 bulunur.

m(A/]W\B) = m(lﬁf\C) = ¢ olsun. BPN ve BMC f{iggenlerinin benzerliginden
m(BPN) = ¢ elde edilir.

AM dogru pargasimi uzatalim ve gemberle ikinci kere kesigtigi noktaya F' diyelim.
m(AMB) = m(DMF) den m(BMC) = m(DMF) elde edili. CM ve FM, AB
yi iki egit pargaya ayirdig ve m(m’) = m(lm\F) oldugu igin eg tiggenler veya
simetri kullanilarak CM = F'M oldugu kolayca goriilebilr. Buradan DM F ve BMC'
nin eg iiggenler oldugu ve dolayisi ile BC = DF, m(]\m) = m(ﬂ)\C’) = « elde
edilir.

DF = BC oldugu ic¢in bu dogru parcalarinin gordiikleri yaylar da egit olacaktur.
Buradan m(W) = m(@) elde edilir. AM D ii¢geninin agilar1 incelenirse ¢ =
a+ oldugu goriiliir. APN {iggeninden m(m) =p—a=7v= m(@) bulunur.
Dolayisi ile NP||BC dir ve bu da N nin AC' nin orta noktasi oldugunu gosterir.

ABC iiggeni, A noktasinda dik acili olsun. A kosesinden gizilen aciortay BC' ke-
narmi, D noktasinda kessin. Dolayisiyla, s(D/@) = 45° olur. |[CD| = 1 ve
|BD| = |AD| + 1 ise, AC ve AD uzunluklarin1 bulunuz.

Coziim.  (Cesitli tiggenlere, sintis kurali,

kosiniis kurali ve Pisagor teoremi uygu-

lanabileceginden, bu problemin bir kag A
¢Ozlimiiniin olabilecegine hi¢ giiphe yoktur. &
Oncelikle AD uzunlugunu bulalim. |BD| = d

olsun. Dolaysiyla, |AD| = d — 1 olur. Siniis B D, C

kuralini, sirasiyla CAD ve ABD iiggenlerine
uygulayarak,

(sinC)/(d—1) = (sin45°)/1=1/v2
(sinB)/(d—1) = (sin45°)/d=1/(dV?2)

esitliklerini elde ederiz. sin B = |AC|/|BC| = cos C oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,
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yukaridaki iki esitlikte; her iki tarafin karesini alip, taraf tarafa toplarsak,
1/(d—1)2 =1/2+1/(2d%)

esitligini buluruz. Esitligin her iki tarafin1 2d%(d—1)? ile carpip, gerekli sadelestirmeleri
yaparsak
d*—2d® —2d+1=0

denklemini elde ederiz. Dordiincii dereceden denklemleri ¢c6zmek zor olmasina ragmen,
bu 6zel denklemin derecesini, bir doniigiim yaparak yariya indirebiliriz. Denklemin
katsayilar dizisinin (1, —2,0,—2,1) palindrom (tersinden de aym sekilde okunabilen
sozciik ya da ciimle) seklinde olduguna dikkat edelim. d = 0 bir kok olmadig igin,
denklemi d? ile bolersek,

d?—2d—2/d+1/d* =0

denklemini elde ederiz. u = d + 1/d déniisiimiinii yaparsak, u? = d? 4+ 1/d? + 2 olur.
Dolayisiyla,
w—2u—2=(u—-1>2-3=0

denklemini elde ederiz. Reel olmayan d degerleri elde edecegimiz i¢in v 'nun negatif

degerini almayiz. Bu yiizden,
u=d+1/d=1+3 (1)
sonucuna ulasiriz. Bu denklemi, d ile ¢carpip, yeniden diizenlersek
- (1+V3)d+1=0

esitligini elde ederiz. Ikinci dereceden bu denklemi cozersek d = %(1 +V3+V2 \4@)
buluruz.

|AD| = d — 1 uzunlugu pozitif olmak zorundadir. Dolayisiyla, d 'nin kiigiik olan
degeri 1 ’den kiiciik oldugu icin, AD uzunlugu %(—1 + 3+ v2v/3) olur.

Simdi de AC' uzunlugunu bulalim.

|AC| = z ve |AB| = y olsun. Siniis kuralini,
sirasiyla CAD ve ABD figgenlerine uygula-
yarak,

1/sin45° = xz/sin ADC
d/sin45° = y/sin BDA

esitliklerini elde ederiz.

sin BDA = sin(180° — S(A/D\C)) = sin ADC' oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, z =
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sin ADC'/ sin45° ve y = dsin ADC// sin 45° ’dir. Bu yiizden, y = d- x olur.

ABC figgenine Pisagor teoremini uygularsak,
2’ +y = (d+1)°

denklemine ulagiriz. y = d-z degisikligini yaparsak 2%(d? +1) = (d + 1)? denklemini
elde ederiz. Bu yiizden 2% = (d? + 2d + 1)/(d* + 1) = 1+ 2d/(d* + 1) olur.

(1) "den d + 1/d = (d?> +1)/d = 1 + /3 ’tiir. Bu yiizden, 2d/(d* +1) = 2/(1 + V/3)
olur. Payday: karekoklii ifadeden kurtarmak icin, payday1 eslenigiyle carparak

2d/(d*+1) =2(v/3-1)/[1+V3)(vV3-1)]=vV3—-1

esitligini elde ederiz. Bu yiizden, #2 = 1+ 2d/(d? + 1) = /3 "tiir.

Dolayisiyla, AC' uzunlugu v/3 olur.

Not AD uzunlugunu bulmak igin, ADC {i¢genine kosiniis kuralin1 uygulayarak AC
uzunlugunun niimerik degerini buluruz. Ancak, bu denklemden tam sonucu elde

etmek oldukca zordur.
|AB|/|AC| = |BD|/|CD| oldugunu ispatlarken, ABC' {iggeninin dik olmas1 gergegini
kullanmadigimiza dikkat etmeliyiz. Aslinda bu, aciortay teoremi olarak bilinen genel

bir sonuctur.

110. ABC iiggeni igerisinde PAC agis1 18°, PC'A agis1 57° , PAB agis1 24° ve PBA agisi
27° olacak sekilde bir P noktas1 olduguna gore, ABC' iiggeninin ikizkenar oldugunu

gosteriniz.

Cozium. PBC agisinin olgiisline x, PCB agisinin olgiisiine de y diyelim. ["I(;genin

i¢ agilar1 toplami 180 olacagindan;

18424427 +y+z+57 = 180
126 +2+y = 180

r+y = 54
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tir. O halde y = 54 — x dir.
CAB acgisiyla ABC agisinin esit oldugunu gosterececegiz.
PAB, PBC ve PCA {iggenlerine siniis teoramini uygulayalim;

__|PA] |PB| |PC| sin27 sin(54 —x) sinl8

1= = :
|PB| |PC| |PA| sin24 sin sin 57

Yani,
sin27 - sin(b4 — ) - sin 18 = sin 24 - sinx - sin 57 (23)

ABC bir ikiz kenar {icgen ise, = 15 olacag aciktir. Once z = 15’in bir

¢Oziim oldugunu gosterelim. x = 15 i, (23) de yerine koyarsak ;
sin 27 - sin 39 - sin 18 = sin 24 - sin 15 - sin 57
elde ederiz. Bu egitlige

4-sina-sinb-sinc = 2sinalcos(b — ¢) — cos(b + ¢)]

= sin(a—b+c¢) +sin(a+b—c) —sin(a—b—c¢) —sin(a+ b+ c¢)
doniigiim formiiliinii uygularsak
sin 6 + sin 48 — sin(—30) — sin 84 = sin 66 + sin(—18) — sin(—48) — sin 96

bulunur.
sin 96 = sin(180 — 96) = sin 84

oldugundan bu egitlik de
1 . ) .
B + sin 18 = sin 66 — sin 6
olarak sadelesir. Siniis-Kosiniis doniistim formiillerini kullanacak olursak
Sin66 — sin6 = 2 - cos 36 - sin 30 = cos 36

ve

sin 18 = cos 72

oldugu goriiliir. O halde denklemimiz

cos 36 — cos 72 = %
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111.

haline gelir.
Simdi gekildeki gibi bir kenarinin uzunlugu 1 olan diizgiin bir ABC'DFE beggenini ele

alalim.

-

O A 12

ABCDE diizgiin besgen oldugu icin m(OAE) = 72 dir. |EC|, |AB| ye
paralel oldugundan m(C/E\A) = 72 derecedir. AED agisinin biitlinleyeni de 72
oldugundan m(D/R') =180 — 72 — 72 = 36 dir. Ayrica |DX|, |AB]| iki esit pargaya

AyIrIr.

Buradan |[AX| = |OX| — |OA| = |EF| — |OA| = —cos72 4 cos36 = 3
denklemimizi saglar. Bu da, buraya kadar ki adimlar: tersden izlersek, x = 15 in bir
¢Ozlim oldugunu gosterir.

(23) numarali denklem, 0 < z < 54 olmak iizere bir k pozitif sayis: i¢in,

sinz
sin(54—x)
sinz

icin sin(54 — x) de kesin azalan ve siirekli bir fonksiyondur. O halde (=) kesin

= k seklindedir. sin z fonksiyonu kesin artan ve stirekli bir fonksiyon oldugu

artan ve stirekli bir fonksiyondur ve her £ degerini yalnizca bir defa alir. Dolayisiyla
x = 15 tek ¢oziimdiir.

Dolayisiyla ABC' tiggeni ikiz kenar tiggendir.

Dar acgili bir tiggenin i¢ agilarim1 A, B ve C' ile gosterelim.

sinA+4sinB+sinC > 2
cosA+cosB+cosC > 1
tan(g) —{—tan(g) —I—tan(%) < 2
esitsizliklerini gosteriniz.
Cozim.

2
e [0, g] araliginda y = sin x fonksiyonu ile y = ;x dogrusunun kesigim noktalari
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(0,0) ve (g, 1) noktalaridir. (0, g) agik araliginda y = sin z i¢biikey oldugundan

2
her x € [O,g] icin sine > —z dir. A+B+C =mvel0 < A B,C < g
™

oldugundan (esitlik sadece bir durumda miimkiindiir) sin A 4 sin B + sinC' >

2
—(A+ B + C) = 2 bulunur.
s
2
e [0, g] araliginda y = cosz fonksiyonu ile y = 1 — —z dogrusunun kesigim
s

noktalar1 (0,1) ve (g,O) noktalaridir. (0, g) acgik araliginda y = cosx igbiikey

2
oldugundan her z € [0, g] i¢in cosx > 1— —x dir. Yani, cos A+ cos B+cos C >
i
3—2(A+B+C)=1dir
4
e [0, %] araliginda y = tanx fonksiyonu ile y = —z dogrusunun kesigim nok-
T

talar1 (0,0) ve (%,1) noktalarldlr.(O,g) acik araliginda y = tanz disbikey

oldugundan (0 < z < 7 ise %(tan r) = 2tanxsec’x > 0 dir) z € [0 "] icin

A 71] ~
tanz < —x dir.Yani, tan A + tan B+ tanC' < 2(4 + £ + &) =2 dir.
T

112. Bir ABC iiggeninde m(W) = 60° ve |AB| # |AC| olsun. Ayrica BAC acisinin
ag1 ortayr AD dogrusu ve AD dogrusuna A noktasinda dik olan e dogrusunun BC'

ile kesistigi nokta, |BE| = |AB| + |AC| sartin saglayan E noktasi olsun.
Bu durumda ABC ii¢geninin ABC ve BCA acilarini bulunuz.

Cozum. |AB| # |AC| oldugundan, ag ortay AD, BC dogrusuna dik olamaz yani,
m(D/@) # 90° olur ve dolayisiyla m(m) + m(B/D\A) # 180° oldugu goriiliir. Bu

nedenle 2’ Az ve BC' dogrular kesisir.

Bu durumda iki ayr1 durum olasidir:

(a) Asagidaki sekilde de goriilebilecegi gibi m(@) # 90°, m(a:/AT?) —I—m(B/l_?\A) #
180° ve 2’ Ax ile BC' dogrular1 BC' dogrusunun B noktasi tarafinda bir E nok-
tasinda kesigsmektedir.

Burada AB kenarmin B noktasi tarafina olan kisminda |AZ| = |AC| olacak
sekilde bir Z noktasi olsun. Bu durumda |BZ| = |AB| + |AC| = | BE] olur.
Dolayisiyla BEZ ticgeni bir ikizkenar ticgen ve

w=m(BEZ) = m(BZE) = m(AfC)

olur.
Ayrica AE kenarm ortak bulunduran EAC ve EAZ tiggenleri, |[AC| = |AZ)|
ve m(m) = m(m ) oldugundan es tiggenlerdir. Buradaki esitlik

m(EAC) = 180° — m(CAz) = 180° — m(ZAz') = m(EAZ)
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olmasindan ve '’ Az 1 AD oldugundan z’ Az dogrusu CAZ acisimn ve ZAC dig
acisinin agl ortayl olmasindan kaynaklanmaktadir.

Dolayisiyla m(@) = m(A/Z\E) =w = 180° — (m(@) + m(@)) —w=
180° — (2w + 60°) = w = w = 40° olur ve buradan da m(A/B\C) = 2w = 80° ve
m(gC\A) = 40° degerleri bulunur.

(b) Asagidaki sekilde de goriilebilecegi gibi m(m) > 90° oldugunda, 2’ Az ile BC
dogrular1 BC' dogrusunun C' noktasi tarafinda bir £ noktasinda kesismektedir.
Burada AB dogrusunu A noktas: tarafina dogru, |[AZ| = |AC| olacak sekilde,
bir Z noktasina kadar uazatalim. Bu durumda, (a) durumundaki gibi, BEZ

iiggeni yine ikizkenar iiggen olur ve yukaridakine benzer bir yontemle m(@) =
20° ve m(@) = 100° degerleri bulunur.

113. Kenar uzunluklar1 1,2,3 ve 4 birim olan bir doértgenin alaninin en biiyiik degeri

nedir?
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Cozim. Sekilde gosterildigi kenar uzunluklari 1,2,3,4
birim olan ABCD digbiikkey dortgeninde B ve D

kogelerini birlegtirelim ve |BD| = =z diyelim. Dortgeni BT
(|AB|,|BC|,|CD|,|DA|) = (1,2,3,4) seklinde diigiinmek 2
yerine degisik kombinasyonlar da diigtinebilirdik. Bu kombi-
nasyonlardan, (1,2,3,4) = (1,4,3,2),(1,2,4,3) = (1,3,4,2)  © 4
ve (1,3,2,4) = (1,4,2,3) oldugu agiktir. Ashnda, kapattiklar
bolgelerin alanlar: her ii¢ durumda da esitir. Ciinkii, her hangi g
bir kombinasyonu, diger kombinasyonlardan, karsilikli kogeleri
D

birlestirip olusan {i¢genlerin ortak olmayan kenarlarini yer

degistirmekle elde edebiliriz.
Biz, sekildeki durumu ele alip, alanin en biiyiik degerini bulmaya calisacagiz. Heron

formuliinden, kenarlar1 a,b, ¢ br olan bir iiggenin alaninin, s = (a + b + ¢)/2 olmak

izere,

Alan = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢)

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

Alan(BCD) = /(25 — 22)(22 —1)/4 ve Alan(ABD) = /(25 — 22)(22 — 9)/4

olarak elde edilir. Buradan, Alan(ABCD) = (1/(25 — 22)(22 — 1)+/(25 — 22)(22 — 9)) /4
olur. u = 2? ve A = Alan(ABCD) diyelim.

4A = /(25 —u)(u— 1) + /(25 — u)(u — 9)
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114.

ifadesinin her tarafimin w ya gore tiirevini alirsak,

dA 13 —u 17 —u

4. 22
du /(25 —u)(u—1) - V(25 —u)(u—9)

elde edilir. dA/du =0 ise (u —13)/v/u—1= (17— u)//u — 9 ve bu ifadenin karesi
alimirsa (u—13)%(u—9) = (17 —u)?(u—1) bulunur. Bu denklemdeki ifadeler agilirsa
u? — 35u? 4+ 403u — 1521 = u3 — 35u® + 323u — 289, buradan da u = 15.4 olur.

Dolayisiyla, 44 = v/9.6(v/14.4 + v/6.4) = 8v/6 ve A = 21/6 birim? olarak elde edilir.

Brahmagupta formuliinii kullanarak ¢6ziim: Kenar uzunluklarn a,b,c,d br

olan bir dig bitkkey dortgenin alani, s = (a + b+ ¢+ d)/2 ve « karsilikli iki i¢ aginin

toplamiin yarisi olmak iizere, Alan = /(s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d) — abed cos
dir. Alanin en biiyiik degerinin o = 90° i¢in elde edilecegi agiktir. (Bu durumda
karsilikli acilarin toplami 180° olacag: icin, dortgenin aslinda bir kirigler doértgeni
olduguna dikkat ediniz.) Dolayisiyla kenar uzunluklar: 1,2, 3,4 birim olan dértgenin

alanin en biiyiik degeri 24/6 birim? olarak elde edilir.

AB ve CD kenarlar: paralel olan bir ABC'D yamugunda m(ﬁ@) =6ve m(@) =
42 dir.AB kenarinda m(m) =78 ve m(m) = 66 olacak gekilde bir X noktasi
bulunmaktadir. |AB| ve |C'D| dogru parcalar: arasindaki uzaklik 1 ise AD + DX —
(BC 4+ CX) = 8 oldugunu gosteriniz.

Coziim. D kogesinden AX kenarina bir dikme indirelim. Bu dikmenin uzunlugu 1
olur. Aym sekilde C kogesinden de BX kenarina bir dikme indirelim. Bu dikmenin
uzunlugu da 1 olacaktir. Buradan |AD| = cosec(6°), |DX| = cosec(78°), |BC| =
cosec(42°) ve |CX| = cosec(66°) olarak yazilabilir. Yani AD+ DX — (BC+CX) =
cosec(6°) 4 cosec(78°) — cosec(42°) — cosec(66°) dir. = 6°, 0 = 78°,x = —42°, x =
30° ve x = —66° i¢in sin(5z) = 1’dir. De Moivre teoremi® kullanarak sin(5z)’i, sin(z)
cinsinden yazalim. De Moivre teoreminde n yerine 5 yazip, esitligin sag tarafini

binom aciliminmi kullanarak acip, karmasik terimleri esitlersek

sin(5z) = sin®(z) — 10sin®(z) cos?(z) 4 5sin(z) cos(z)
= sin®(x) — 10sin®(2)(1 — sin?(x)) + 5sin(z)(1 — sin?(z))?
= 16sin’(z) — 20sin®(z) + 5sin(x)

elde edilir.

3De Moivre teoremi: n bir tamsay1 olmak iizere, herhangi bir & gercel sayisi icin

cos(nz) + isin(nz) = (cos(z) + isin(z))"”
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Cebirin temel teoremi kullanilarak, bu denklemin 5 kokii oldugu bulunur.

Denklem de sin(x) yerine s yazalim.

1
165° — 2053 + 55 = 5= 325° — 405> +10s —1=0 (24)

s = % (24) numaral denklemin bir kokii oldugu igin, (24)

(25 — 1)(165" + 85> — 1652 — 85 + 1 = 0) (25)

olarak genigletilebilir. (25) numarali denklemden elde edilen 16s* + 853 — 1652 — 85+
1 = 0 denkleminin kokleri sin(6°), sin(78°), sin(—42°) ve sin(—66°)’dir. Bu denklemi

s* e boliip, denklemde t = % yazarsak yeni denklemimiz
th — 8t — 161> + 8t + 16 = 0

ve kokleri de cosec(6°), cosec(78°), cosec(—42°) ve cosec(—66°) olur. az* + bx® +

cx? + dx + e cinsinden bir denklemde kokler toplami %b oldugu icin

cosec(6°) + cosec(78°) 4 cosec(—42°) + cosec(—66°)
= cosec(6°) + cosec(78°) — cosec(42°) — cosec(66°)
—(=8)

bulunur.

115. Bir ABC egkenar tiggeni verilsin. Agirlik merkezi G olsun. M noktasi herhangi bir
i¢ nokta olmak tizere, |[M G| nin orta noktasi O olsun. M noktasindan gegen ug
noktalart ABC' iiggeninin kenarlar tizerinde olan kenarlara paralel dogru parcalari

gizilsin.

a. O noktasimnin dogru parcgalarinin orta noktalarina uzaklhlarimin esit oldugunu

gosteriniz.

b. Dogru parcgalarinin orta noktalarinin bir eskenar iicgenin koseleri oldugunu gosteriniz.
Coziim.

a. D, E, F noktalari sirasiyla | BC|, |C A|,|AB| dogru pargalarina paralel dogru parcalarimin
orta noktalar1 olsun. |CF|, |MF| ye paraleldir yani G noktasindan geger.
Dolayisiyla GF M {iggeninin F' agist diktir ve |M G| hipotentistiir. Yani, |OF| =
$|M@G| dir. Benzer sekilde |OD| = |OE| = 1 [MG] dir.

b. D, R, F,G, M noktalar1 O merkezli cember tizerindedirler. Simetriden dolayi, M

noktasinin m(@) nin i¢ noktasi oldugu kabul edilsin. m(f{OB) = m(m )+
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m(MOD) = 360° — 2 - m(FMG) — 2 - m(GMD) = 360° — 2 - m(FMD) =
360° — 240° = 120° bulunur. Ayrica, m(@) = m(@) + m(gO\E) =2
m(OMF)+2-m(OME) = 2-m(FME) = 120° dir. Yani, m(EOD) = 120° dir.
Sonug olarak D, E, F' cemberi ii¢ esit yaya boler, yani DFEF ii¢geni eskenardir.
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KAYNAKLAR

Bu kitaptaki problemler http://www.qbyte.org/puzzles/p001s.html adli web sitesinden
Geng Balkan matematik olimpiyatlarindan ve Arnavutluk, Avusturya, Beyaz Rusya, Bul-
garistan, Cek Cumbhuriyeti, Cin, Estonya, Hirvatistan, ingiltere, Iran, Irlanda, italya,
Japonya, Kanada, Kore, Romanya, Rusya, Slovakya, Tayland, Vietnem ile Yunanistan’da

diizenlenen ulusal matematik yarigmalarindan alinmistir.
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